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LE THÉORÈME DE FEUERBACH 

Par M. liignières, professeur aa Lycée Louia-Ie-Grand. 



1. — le cercle des neuf points (*), dans un triangle, est 
tangent au cercle inscrit et aux cercles ex^inscrits. 

Je me propose de démontrer ce théorème par des conisi- 
dératious de géométrie très élémentaire. 

Soient a, .6, c les côtés du triangle et 2p son périmètre ; 
R le rayon du cercle circonscrit et G son centre; r le rayon 
du cercle inscrit et son centre; r' le rayon du cercle ex- 
inscrit dans racgle A, et 0' son centre; p le rayon du cercle 
des neuf points et G' son centre ; P l'orthocentre (**), N le 
milieu de PA ^t h la hauteur AF. Soient D le milieu de a, 
F le pied de là hauteur A, E le point de contact du cercle 
inscrit et M le milieu de DF. 
• On a, d*après des relations connues, 

DE = (p — c) = -^ , DF = î 

3 2 2a ' 

donc 



(*) LeCei'decTEuler, comme le capitaine Brocard a proposé de le dénommer 
(Journal de Mathématiques «pecia/es, 1884, p. 201). Le théorème en question 
date de 1822. Voir une note de M. Brocard (loc. cil); G. L. 

(**) Celte eipression commode, qui est aujourd'hui génér.»Iem«jnt adopiéci 
est due à James Booth, Mathesis^ t. I, p. 154; voyez aussi: Annuaire de 
l'Association Française, Congrès de Rouent p. 190. G. L. 
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(6 — c)(6 + c — a) {b — c)(p — a) 



EF -^ DF — DE = 



2a 



et 



DE X EF = 



(6 - cY(p -- a) 
2a 



Le quadrilatère inscriptible BLPF donne 

ÂP X AF = G X AL ; 
et, comme 

a* = 6« + c* — 2C X AL, 
on a donc 

2AP X AF = 6« + c* — a» ; 

d'oli 

l^ + c« — a* 



NP = 



4/1 



a 




NF = AF — NP— ft 
Mais 



4A 



a«) 



4fta* 



2;>?' = ah, 4Rpr = abc, ^.a^h'^ = 40*6* — (a* + 6* — c«)S 
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donc 

Rxr — NFXr= \-—^ 

4P 8ap 

_ 20»frc — 4n«fc« 4- (g* -f 6» — c«)« + a-j^^ + c* — Q*) 
"" 8é/p 

_^ (& — c)'[(& + c)' -- g'] _ {b — cyip -~ a) 

8gp 2g 

Par conséquent . 

DE X EF = rR — r X NF = r (R — NF). 

Cela établi, on a 



OG'2 = (r — - NFy+ (^ DF — De) 



2 



= r« + (GlP + MF') + DÊ^ — r X NF — DE X DF 
= r* + p« — rxNF— DExEF = r> + p« — rR = (p — r)*; 

R 

puisque p = — . 

Ce qui prouve que le cercle inscrit est tangent intérieu- 
rement au cercle des neuf points. 

E' étant le point de contact du cercle ex-inscrit dans 
Fangle A, on a DE' = DE et 

ÔW^ = (r' 4- 1 NF y -f (i DF + DeV 

= ,.'» -f f« -f ÏH? + r' X NF + DBx DF 
= r'« + p» + r' X NF + DE X E'F 

= /. + p. 4- R,' = (I + rj, . 

ce qui prouve que le cercle ex-inscrit et le cercle de neuf 
points sont tangents extérieurement, 

2. — J'ajoute quelques formules obtenues directement par 
des considérations de triangles rectangles et qui peuvent être 
utiles. Elles donnent, en fonction du rayon du cercle circon- 
scrit, du rayon de cercle inscrit et des rayons des cercles 
ex-inscrits, les distances des centres, pris deux à deux, de ces 
cercles. 
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GÔ ^ = R(R — 2r) (*) 
GCT^ = R(R + 2r') 
GÔ"^ = R(R + 2r') 
GÔ^'^= R(R*+2r'") 

ÔÔ"^ =r. 4R(r' — r) 
OCT'^ = 4R(r" — r) 
OCr^ = 4R(r" — r) 



0"0"' = 4R(r" + O 
(rcF^ = 4R(r'" + r'} 
ÔW^ = 4R(r' +r'), 



THEOREME D'ARITHMETIQUE 

SUR UN PRODUIT DE DEUX FACTEURS 



Un produit de deux facteurs ne change pas quand on inter- 
verlit l'ordre de ces facteurs. (Démonstration de Legendre.) 

Considérons lo produit a X 6, et soit a > 6. Si le théo- 
rème est vrai pour tous les nombres moindres que a, je dis 
qu'il Test encore quand Tun des facteurs est fl. Soit en 
effet a = 6 + ^' Gn a 

axb = {b'\-c)xb = bXh-\-cXh 
et 

• 6xa=6(6 4-c)=6x6-f-6xc. 

On aura donc a X 6 = 6 X a, si Ton acx6 = 6xc. 
Or cela est supposé, car on a a > 6 et a > c. Or le théo- 
rème est vrai pour le produit i X i. H est donc général, 
et *5e démontre de proche en proche. 

[Communiqué par J.-B. Pomet.) 



(•) Catalan, Théorèmes el Problèmes de GéomélriCf p. 90. 
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DEMONSTRATION D'UN THEOREME 

DE LA GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 
Par M. Hfosnat, professeur au Lycée de Toulon. 



Théorème. — Dans \in triangle quelconque^ le carré d'un 
côté est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, moins 
le double produit de lun de ces côtés par la projection de l'autre 
sur celui-ci, si l'angle opposé est aigu ; ou plus ce double produit, 
si Vangle opposé est obtus. 

Décrivons du sommet A comme centre un are passant 
par C et coupant le côté BG en G'. Si D est le milieu de 
CG', le segment G sera la 
projection du côté AG sur 
BG et le segment CD sera 
la projection du côté AG' 
sur BG'. Menons du point 
B la tangente BE à cet 
arc. Le triangle rectangle 
ABE nous donnera 

AB'=:= 

et comme on a 



= AE' 4- BË^ 
AE = AG, 




et 

BÊ' = BG X BG' = BG (BG — 2GD) = BG^ — 3BG X CD, 

on en conclut 

ÂB' = ÂC' + BG^ — 2BG X CD. 
Telle est la valeur du carré du côté AB, opposé à un angle 
aigu G. 

Supposons maintenant que AB soit opposé à l'angle obtus 
G' du triangle ABC'. On aura 

AE = AG', 
et 



r2 



BE" = BG X BG' = BG' (BC + 2G'D) = BG'' + 2BG' X GD, 

d'oïl _ 

AB' -= AG'^ 1- BG'2 + 2B(y X CD, 
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NOUVELLE DEMONSTRATION 

DU THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA TRIGONOMÉTRIE PLANE 

Par M. B. !VieweD|çlofftkl« 



Soit OA le cercle trigoiiométriqiic ; prenons AM = a, 
AN = 6. Soit P la projection de M sur A' A; projetons. sur la 
direction ON le chemin OPM et sa résultante OM : nous aurons 

PjOM = P;OP + P)PM. 
Or, 

PjOM = cos (ON, OM) 

= cos (a — 6) 

PyOP = cos a cos (ON, OA) 

= cosa eos6 
P/PM = sin a cos (ON, OB) 




= sin a cos l- b\ 



= sin a sin 6; 
donc cos (a — b) zzz cos a cos b -\- sin a sin b 
Si Ton change 6 en — b, 

cos (a-{- b) = cos a cos 6 — sin a sin b. 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. G* de Longchamp». 

(Suite^ voir année 1885, p. 268.) 



CHAPITRE VJII 

LE RAYON DE COURBURE DANS LES CONIQUES 

Nous ne pouvons quitter le tracé des coniques par points et 
par tangentes sans faire connaître une construction permet- 
tant de déterminer, avec la règle et l'équerre, le centre du 
cercle osculateur en un point pris sur la courbe. 

Nous examinerons d'abord le cas de la parabole. 
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84. Le rayon et le centre de courbure dans la para- 
bole. — Soient 

M, M' deux points 
infiniment voisins 
sur la parabole ; 
les normales en 
ces points se cou- 
pent en G et nous 
ferons d'abord ob- 
server que l'angle 
M/M' est le double 
de rangle MGM'. 
En effet, la nor- 
male étant bissec- 
trice de Tangle for- 
mé par le rayon 
vecteur etla paral- 
lèle à la direction 
positive de Taxe, 
on voit qu'en posant. 




/MA = 2a, 



Fig. 56. 
/M'A' = 2p, 



on a 

MCM' = p — a, et M/M' = /"RA — /MA = 2(p — a). 
Cette remarque étant ftiite, considérons les cercles MM'/, 
MM'C ; en désignant par u eiv leurs rayons, nous avons 



MM' 

sin/* 



= 2U, 



et 



MM' 



ou 



et 



sinC 
MM' 



= 2V 



G 



G "sin G 



= 2V 



MM' j[ 

f •sin/""^ ' 
ou encore, puisque /*= 2G 

/ sin G 
sin/" G 
Passons à la limite et supposons que le point M' se rapproche 



I 
2 



u 

V 



de M et vienne se confondre avec lui ; la limite de 



MM' 
G 



est 



égale au rayon de courbure R; écrivons donc lim 2i; = R. 
Désignons par p la limite de w ; p est le rayon d'un cercle 

JOURNAL DS MATH. ÉLÉH. 1886. 1. 
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passant par /, et par M tangentiellement à la parabole. Nous 
avons donc, finalement, 

R = 4p. 

D'après cela, si nous élevons au milieu H de M/" une per- 
pendiculaire jusqu'à sa rencontre en I avec la normale en M, 
le point Y centre de courbure au point M s'obtient en prenant 
My = 4MI. Il est facile de reconnaître que cette construction 
revient à celle qwnous avonsdéjà indiquée. (Gétym. an.^ loc. 
cit.) 

Nous allons encore appliquer cette méthode à l'ellipse ; 
elle nous conduira à une construction très simple du centre 
de courbure correspondant à un point de la courbe. 



86. Centre de courbure dans l'ellipse. — Soient /; f 

les foyers de la courbe; 
M, M' désignant deux 
points de l'ellipse, on 
trace les normales en 
ces points; soit G leur 
point de rencontre. 

Les triangles MR/^, 
M'RG donnent 

a + w' = p -|- û ; 
d'autre part, les trian- 
gles MSG, WSf prou- 
vent que 
Ftflf. 57. p 4- cii>=:a-f- Û. 

Ajoutant ces égalités, il vient 

(I) "|- 0)' = 2Û. (1) 

Gela posé, désignons par p et p' les rayons des cercles 
circonscrits aux triangles MM/, MWf; nous avons 

MM' MM' 




.= 2p. 



et 



?= 2p 



sin (I) ' sin (i) 

D'autre part, le rayon de courbure R correspondant au 
point M est donné par la formule 



,. MM' ,. MM' 
R = lim --r- = lim -: — — . 
Û sm û 



iim 



sin Q 
Û 
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OU 



R = lim 



MM' 



L'égalité (1) donne aussi 

sin (o cos (1)' -f- sin (ù cos u) = 2 sin û cos Û 
et par suite 



cos 0) 



+ 



cos (0 2 COS Û 



-,» 



2p ■ 2p r 

r représentant le rayon du cercle circonscrit au triangle 
MM'G. En passant à la limite, c'est-à-dire en supposant que 
M' vienne se confondre avec M, nous avons 

- + - = - 

Dans cette formule d et d' désignent les diamètres des 
cercles qui passent par M' tangentiellement à l'ellipse et, 
respectivement, par les foyers de la courbe. 

De cette égalité résulte une construction asâez simple pour 
le centre de courbure. 

Soit MN la normale à l'ellipse ; cette normale est rencon- 
trée aux points G, G' par les perpendiculaires élevées aux 
points fet f aux rayons vecteurs M/*, M/^; si l'on prend le 
ppint Y conjugué harmonique 
de M par rapport aux points G, 
& ; Y est le centre de courbure 
qui correspond au point M. 

Toutes ces constructions 
n'exigent, comme on le voit, 
que Tusage de la règle et de 
l'équerre. 

86. Remarque. — Je reviens 
à la construction donnée tout . . 

à l'heure pour déterminer le ^ ^' ' 

centre de courbure qui correspond à un point de la parabole 
pour faire observer que Ton peut encore fixer la position 
de ce point, et même d'une façon un peu plus rapide, en 
introduisant dans la figure la directrice de la courbe. 

Reportons-nous à la figure 1 ; soit HD la directrice de la para- 
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bole. Élevons en /*une perpendiculaire à M/" et soit L le point 

où cette perpendiculaire rencontre 
la normale MC. Les deux triangles 
rectangles MDK, M/L ont un angle 
égal /'ML = KMD, d'après la pro- 
priété fondamentale de la tangente; 
de plus, MK = M/*. Ces deux trian- 
gles sont égaux et Ton a 
MD = ML. 
D'ailleurs, nous avons vu que y 
désignant le centre de courbure, 
nous avions 

My=4MI = 2ML. 

Finalement, nous pouyons donc 
dire que 

My = 2MD. 
De cette remarque résulte, pour 
la construction du point y, avec la règle et Téquerre, Tépreuve 
du tracé qui est représenté par la figure ci-jointe. Dans cette 
figure on suppose que Ton donne la normale MD, le pied M de 
cette normale, et la directrice DD'. On détermine successive- 
ment, et dans Tordre indiqué, les points 1, 2 et 3. De ce 
dernier, on déduit le centre de courbure y en abaissant une 
perpendiculaire sur la directrice, jusqu'à sa rencontre avec 
la normale. (A suivre.) 




Fig. 59. 



CLAUDE MYDORGE (1585-1647) 

NOTICE SUR UN DE SES MANUSCRITS 
CONSTRUCTIONS DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE DUES A CE MATHÉMATICIEN (*) 

Par M. Edmond Bordage, professeur au Collège de Nantua. 



Claude Mydorge (1585-1647), le savant ami de Descartes, 
fut le premier mathématicien français qui écrivit un traité 
sur les Sections coniques. Son ouvrage devait se composer de 

(*) On lira avec intérêt à ce sujet le récent ouvrage de M. Charles Henry, 
Jf^otke lur un moMacrit inédit de Claude Mydorge, et la notice bibliogra- 
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huit parties. En 1631, il publia les deux premiers livres; 
en 1641, il fit paraître deux autres livres. Le manuscrit des 
quatre autres livres a disparu. Le second livre peut être 
considéré comme le plus important; on y voit la description 
de l'ellipse au moyen du cercle dont on allonge toutes les 
ordonnées dans un rapport constant. On y trouve aussi la 
proposition suivante : Si d'un point pris dans le plan d'une 
conique, on mène des rayons aux points de là courbe et qu'on les 
prolonge dans un rapport donné, leurs extrémités seront sur 
une nouvelle conique semblable à la première. Ces deux notions 
peuvent être considérées comme le point de départ de cette 
belle méthode de transformation homographique rendue si 
célèbre par les travaux de M. Chasles. On doit encore à 
Claude Mydorge un Examen des récréations mathématiques du 
Père Leurechon (1630) et des réfutations d'une quadrature du 
cercle et d'une duplication du cube. 

Dans un curieux manuscrit de Mydorge, retrouvé à la 
Bibliothèque nationale par M. Charles Henry, sont réunis 
1,002 problèmes de géométrie pratique. Les solutions de ces 
problèmes ont été comparées à celles des mêmes questions- 
prises dans le Traité des constructions géométriques d'Aboul- 
Wéfa (x® siècle après J.-G.) et dans la Règle du cordeau pour 
la construction des autels brahmaniques par Baudhâyana 
(iv® siècle avant J.-C). On comprend aisément l'utilité de ces 
comparaisons. Elles sont fort instructives et elles permettent 
de se rendre compte de la persistance des procédés et aussi 
de l'évolution des idées mathématiques. Du reste, beaucoup 
de ces constructions antiques sont fort curieuses et bien 
dignes d'être remarquées. 

Il existe une grande analogie dans les constructions 
employées par Mydorge et Aboul-Wéfa pour « faire tomber 
une perpendiculaire à l'extrémité d'une droite ». Je donnerai 
ici deux de ces constructions attribuées à Aboul-Wéfa. 
Comme on le verra, elles possèdent l'avantage de n'empiéter 
par aucun trait de construction sur l'espace où l'on ne peut 



phique publiée par la Revue de l'enseignement secondaire et de l'enseignement 
supérieur, (N» du !•' décembre 18!84.) 
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prolonger la droite. Voici la première de ces constructions : 

Soit la droite AB quç Ton ne peut 
prolonger du côté A (fig, 4), Prenons 
sur AB un point quelconque C, puis 
avec une ouverture de compas égale 
à AG décrivons deux cercles de A 
et de G comme centres. Ils se ren- 
contrent en D ; tirons GD, prolon- 
geons en E de façon que DE = DG ; 
joignons E à A et Tangle EÀG sera 
droit. 

Il est bien facile de vérifier Texac- 

titude de cette construction si nous 

B c A joignons A à D, les deux lignes GD 

Fig, 4. et DA seront égales comme rayons 

de cercles égaux, mais la ligne AD est la médiane du 

triangle GAE puisque, d'après la construction faite, GD 

= DE = DA . Le triangle 
GAE est donc rectangle 
en A, puisque la médiane 
AD est la moitié du côté 
GE qui est par suite l'hy- 
poténuse. On voit aussi 
aisément que ce triangle 
rectangle possède des an- 
gles aigus qui. ont pour 
valeurs respectives E = 
3o^G=6o^ puisque rhy- 
poténuseGEse trouve être* 
le double du plus petit 
côté de l'angle droit GA. 
La seconde construc* 
tion est la suivante : Sur 
AB comme diamètre, dé- 
crivons une demi circon- 
Fig, ?, férence (fig. 2) ; prenons le 

milieu G de cette demi-circonférence, joignons BG et prolon- 
geons AD :=? GB. Joignons D à A, l'angle DAB sera droit. En 
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effet, le triangle BGD est rectangle isoscèle ; mais, puisque 
BG = CD et que AG est par suite perpendiculaire sur le milieu 
de BG, le triangle BAD est lui-même isoscèle, et, comme 
Tangle B = 45% D est aussi égal à 45® et l'angle A vaut 
par suite 90® (Le triangle BAD est alors rectangle isoscèle). 
Glaude Mydorge emploie la construction suivante pour 
« réduire trois carrés en un seul » : « Réduire deux des trois 
quarrez en un par un problesme connu et derechef réduire 
celuy qui les contient tous deux avec le troisième par le dict 
problesme. » Supposons que les trois carrés donnés soient 
LJGH, EDFG et 
ARGD (fig. 3). Il 
joint D à L. La 
ligne DL est bien 
le côté du carré 
équivalent à la 
somme de LJGH 
et de EFDH, car, 

en effet, m? 

_ LG' + m'. 

Gette première 




Fig. 3. 



construction 
constitue ce que 
Mydorge appelle le « problesme connu ». Ensuite de D comme 
centre avec un rayon égal à DL, il décrit un arc de cercle 
qui vient couper en S le côté GB du troisième carré. Il joint 
les points A et S et AS est le côté du carré cherché. En 

effetÂS^ =lD^ + ï)S^=AP-fDL^==Ap + LG^ + DG^. 

Gette longueur AS, telle que AS = \/aÂ? + LG^ -)- DG^ 
est donc le côté du carré égal à la somme des trois carrés 
donnés. — Pour achever la construction, Mydorge décrit de 
A comme centre, avec AS comme rayon, un arc de cercle qui 
vient rencontrer en N le côté AR prolongé ; AU étant par 
suite égal à AS, il ne reste plus qu'à achever le carré APNO 
qui répond à la question proposée. — Gette construction 
est, du reste, encore employée de nos jours. — La quantité 
de lignes tracées est seulement moins grande (fig. S bis). 
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On prend deux axes rectangulaires Bx et By. On porte, 

à partir de rintersocjtion B, deux lon- 
gueurs BG et BP égales aux côtés de 
deux des carrés donnés et cela sur cha- 
cun des axes ; on tire PC qui est égal à 

VSGM-SP- En G, on élève une par- 
pendiculaire à PB et sur cette perpen- 
diculaire on prend une longueur GO qui 
est égale au côté du troisième carré 
donné ; on joint P à et cette longueur 
PO est le côté du carré demandé, puisque 

PÔ^ = PC^ + GÔ^ = BG^ + BP+ GÔ^ 
— On arrive donc ainsi au même résul- 
*^* • tat sans être obligé de tracer une aussi 

grande quantité de lignes que dans le procédé dû à Glaude 
Mydorge. — On voit aussi facilement que ces deux construc- 
tions peuvent être employées non seulement dans le cas où 
Ton donne trois carrés, mais encore quel que soit le nombre 
des carrés donnés. En général, si ce nombre est n, il faudra 
faire n — i fois la construction qui donne le côté d'un carré» 
égal à la somme de deux autres. (A suivre.) 



QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS (*) 

1. — Étant donnés quatre points en ligne droite A, B, A^ B', 
trouver le lieu des points I d'oii les segments AB et k'B' sont 
vus sous le même angle (**). 

(Saint-€yr; examens oraux, 1884.) 

(*) Sous ce titre, nous publierons, dans ciidque numéro, quelques questions 
posées aux examens de Saint^Gyr, de l'École navale, du Baccalauréat es 
sciences...; ou des questions qui nous paraîtront s'y rattacher. 

Avec les énoncés, noas donnerons une indication sur leur solution; nous y ajou- 
terons aussi quelques développements, quand l'occasion se présentera de le faire. 

A ce propos, nous prions nos lecteurs de vouloir bien nous faire connaître 
les questions intéressantes qui, à leur connaissance, auraient été proposées à 
ces divers examens. G. L. 

(**) Nous avons proposé cette question sous le n"» 189. La solution que nous 
donnons ici ne nous empêchera pas de publier l'une de celles qu'on nous adressera. 
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Soit IS la bissectrice de l'angle BIA', ou de Tangle AIB', 
comme on voudra. 

SB_1B 

^"^ ^ SA' ~ lA ' 

SA _ lA 

^^ SB' ~ If* 



Ces égalités donnent 



SA. SB lA.lB 



SA'. SB' lA'.TB 



t • 



-1) 




A' B' 



D'autre part, les deux triangles AIB, A'IB' ayant un angle 

égal, et les hauteurs correspondantes étant égales, on peut 

écrire 

lA.IB _ AB^ 

lA'.IB' ~ A'B'* ^ 

La comparaison des égalités (1) et (2) donne 

SA. SB __ AB 
SA'. SB' ■" A'B'' 
Le point S est donc un point déterminé de A; on verrait 
de même qu'en éleva.nt IT perpendiculaire à IS, le point T 
est fixe. Le lieu demandé est donc la circonférence décrite 
sur ST comme diamètre. 




B* 



La démonstration précédente et la conclusion à laquelle 
elle a conduit subsistent quand, comme le 'représente la 
figure 2, les segments AB et A'B' sont vus sous des angles 
supplémentaires. 
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Dans cette hypothèse les angles 1 et 2 sont égaux et en 
menant la bissectrice de Tangle BIB', et, par le point I, une 
droite perpendiculaire à celle-ci, on obtient sur A deux 
points fixes (*). 

2. — Vérifier que Von a 

I I I T^ 

arc tff — f- arc t<? r + arc tg- 77 = -* 
2 ° 5 8 4 

II existe beaucoup d'égalités de ce genre et nous en indi- 
quons plus loin quelques autres qui constituent des exercices 
intéressants. On pourra traiter ceux-ci en suivant la marche 
que nous allons adopter pour résoudre la question proposée. 

Posons 

X = arc tg -, y = arc tg -, z = arc tg - ; 



on a donc 






La formule connue 

icr (a> 4- 7/ 4- -5) = tgg? + tgy + tg^-~tgagtgytgg 
»v -r^T- ; i^tgoîtgy — tgt/tg» — tgstgcc' 

donne, dans le cas présent, 



tg (^ + î/ + 2) = 



11— — 
40 80 



II I ' 



10 16 40 



(*) Cette question, lorsqu'on la généralise, donne naissance à un lieu 
géométrique bien connu. 

Voici cette généralisation : On donne deux segments de droites AB, A'B ; 
trouver le lieu du point d'où l'on voit ces deu^ segments sous le même angle 
[ou sous deux anglet) supplémentaires). 

Steiner s*est posé cette question {Journal fiir die reine und andgewandte 
Mathematik; novembre 1852) et a indiqué pour ie lieu l'ensemble de deux 
cubiques cycliques. Elle a été proposée de nouveau (Nouvelles Annales^ 1884, 
p. 352) et plus récemment encore, elle a fait l'objet d'une intéressante note 
de M. Schoute [Journal fiir,.., 1885 ; p. 98). 

Dans le cas particulier où les segments AB, A'B' sont placés sur une 
droite A, celle-ci fait évidemment partie du lieu. Les deux cubiques cycliques 
de Steiner se décomposent l'une et l'autre et donnent, comme lieu impropre 
la droite ^ ; puis, les deux circonférences que nous avons trouvées. 
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OU, tout calcul fait, 

tg(a? + J/ + v)= I. 
Cette égalité donne bien 

^ + y + ^ = 7. 

4 
Pour que cette conclusion soit tout à fait rigoureuse il 

faut pourtant observer que la fonction 

arc tg X 

doit être bieji déterminée et, à cet effet, on doit supposer 

qu'elle représente le plus petit arc positif dont la tangente 

a une longueur donnée, égale à X. 

Voici les égalités auxquelles nous avons fait allusion plus 

haut, 

- = arc sin - + arc sin -J, » 
2 5 5 

- = arc tg - + 2 arc tg -, 
4 7 3 

- = arc tg - + arc tg -, 
4 2 ^ ô 

- = 4 arc tff - — arc tff -r— . 

On peut d'ailleurs trouver, en nombre indéfini, des éga- 
lités de ce genre en donnant des valeurs numériques aux 
paramètres a et 6 dans une identité telle que la suivante 

( 2 06(6+ i) ) (6+ i)a ab 

arc cotff \ — ^ \ s: arc tff ^^ — • — arc ter — . 

(a 2 ) 2.2 

Remarque. — On peut résoudre plus rapidement les ques- 
tions de cette nature en s'appuyant sur les formules connues 

arc isu 4- arc tg v = arc ter ■ — 

arc tg w + arc tg v + arc is: w = arc te: — ■ 

^ I — wi; — uw — VU) 

arc sin u -}- arc sin v = arc sin { v \/ 1 — ii^ -{- u \/ 1 — i;«j , 

\j LU • • • • 

(A suivre.) 
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QUESTION 102 



On considère un point k mobile sur une demi^circon/h^ence 
BAC de centre 0, et les cercles inscrits auuc triangles AOB, AOC. 
Trouver la position de A pour laquelle les centres des cercles 
inscrits et le centre du cercle donné forment un triangle de 
périmètre donné p. 

Cette question que j'ai proposée, il y a déjà quelque temps, 
n'a pas été traitée, ou Ta été d'une façon très incomplète. 




^ 

Sa solution n'offrait pourtant aucune difficulté et sa discus- 
sion présentait, il me semble, quelque intérêt. Je résumerai, 
comme il suit, une solution de ce problème. 

Prenons pour variable indépendante l'angle ABC = a et 
calculons, en fonction de a, les longueurs 00', 00", 0'0\ 
Le triangle AOO' donne 

-i^ = -i^, (OA = OB = OC = R), 

a a 

sin — cos — 

2 2 

d'où 

00' = RtgJ = Rx, (a: = tg^V (1) 

on a, d'après cela, 

1 — tg - 

00' = R ig f 4 5 - -^ = R ' = R ^^ . (i) 
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De régalité imposée 

00' + 00' + O'O* = p, 
on déduit 

crÔ^^ = (P — 00' — 00")% 
ou 

= p» — 2p (00' + 00") + 200' . 00". 

Les relations (i) et (2) donnent, pour déterminer x, 

l'équation 

2x^ (R« + pR) — X (2R« + p^) + 2pR — jp* = o. (3) 

a 
Tel est réquation qui permet de construire tg - et, par 

suite, de résoudre le problème en question. 

L'intérêt de la question portait surtout sur la discussion 
de réquation (3), cette discussion présentant une légère 
difficulté. 

La réalité des racines de l'équation (3) (par conséquent la 
possibilité du problème) dépend du signe de la quantité U, 
U s: (2R* + p«)- — 8{R« + pR)(2pR — p«). 
En développant, on a 

U =: p* + 8p»R — 4p«R* — lôpR» + 4R*. 
Pour décomposer U en facteurs, et c'est ici que nous 
touchons à la difficulté signalée, il faut observer que Ton 
peut écrire ,U sous la forme 

(p* — 4p«R* + 4R*) -f 8pR (p« — 2R''). 
On a donc finalement 

U =: (p« — 2R«)(p2 + SpR — R2). 
La discussion se poursuit alors très simplement. 

G. L. 



FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES 

(30 octobre 1885.) 

Démontrer les formules qui donnent le sinus et le cosinus de la somme ou 
de la différence de deux arcs en fonction des sinus et des cosinus de ces arcs. 

— Déterminer une progression géométrique connaissant la somme de ses 
quatre premiers termes qui est éga'e à 85 et l'excès du troisième terme sur 
le premier qui est égal à i5. 
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— Lois du mélange des gaz et des vapeurs. 

— Dans un va^eABA'B' ayant la forme d'un tronc de cône de révolution dont 

les bases sont perpendiculaires à l'axe, le diamètre 
AB étant égal à ôo»», celui de la base A'B' à Bo*"", la 
hauteur totale HH' étant 30'", qui repose par sa 
base A'B' sur un plan horizontal, on verse du mercure 
jusqu'à une hauteur H'H' = i2<"', puis on le remplit 
d'eau. 

On demande : 

1** De calculer le poids du mercure et de l'eau contenus dans oe vase; 
2* De déterminer la pression sur la base A'B'. 

(6 novembre 1885.) 

Théorie du plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres. 
-^ Calculer les angles B et C d'un triangle dont on connaît deux côtés b 
et c et l'angle compris A. Appliquer les formules au C3S où l'on donne : 

A= bo^^ 

b =y/ O,0I 

c = C08* 123» 27' 38',7. 

— Réfraction de la lumière. Angle limite. 

— Un cylindre creux dont la base a une surface donnée 3,3 = 0*^,01 et dont 
la hauteur totale H, H = c^jSo est plongé dans l'eau jusqu'à une hauteur 
h = o",io. Calculer le volume du mercure qu'il faut verser dans ce cylindre 
pour qu'il afQeure. 

(9 novembre 1885.) 

La base d'une pyramide triangulaire SABC est un triangle rectangle BAC». 
l'arête AB est perpendiculaire à celte baso et a i"* de longueur. Les deux 
autres arêtes SB et SC font respectivement avec AB des angles do Oo* et 

de 3o». 

1» On demande de calculer le volume de la pyramide et la longueur de la 
perpendiculaire AP abaissée du point A sur )a face opposée BSC ; 
2» On cimstruira à l'échelle de i/io les projections de cette pyramide en 
. faisant coïncider l'arête AC avec la ligne de terre, et les faces ASB et ASG 
respectivement avec le plan vertical et le plan horizontal, et on rabattra la 
base BAC sur le plan vertical en la faisant tourner autour de AB, la face 
BSC et le point P sur le plan horizontal en les faisant tourner autour de SC < 

(11 novembre 1885.) 

Oh donhe ttH tronc de cône droit dont le rayon ^ de la grande base est 
7", le rayon r de la petite base 3" et la hauteur h, ô"*. Déterminer sans le 
secours des logarithmes à quelle distance de la base inférieure on doit mener 
un plan parallèle à cette base pour obtenir deux troncs de cône équivalents. 

— Étant données les traces d'un plan et les proje(;tions d'une droite, prouver 
que là pondition nécessaire et suflisante pour que la droite soit perpendicu- 
laire au plan est que les projections de cette droite soient respectivement 
perpendiculaires aux traces du plan. 

— Devant un miroir concave de i" de rayon et à une distance de 2 5" on 
place un écran. Déterminer à quelle dislance de cet écran il faudra placer un 
objet lumineux pour que son image se forme sur l'écran. 

— Coefficient de dilatation des liquides. 
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BAGCALàURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

(3 novembre 1885.) 

— Établir les formules qui permettent de résoudre un triangle rectiligne 
connaissant deux côtés et l'angle compris entre ces côtés. 

— Trouver le centre de gravité d'une pyramide triangulaire. 

— Trouver le centre de gravité d'un cône creux connaissant la hauteur totale 
h et les rayons R et r extérieur et intérieur de la base. On prendra pour 
inconnue la distance x du centre de gravité cherché à la base. Vers quelle 
limite tend x lorsque R — r tend vers zéro ? 

— Microscope composé. 

— Calculer le poids de la vapeur d'eau à loo» qu'il faudrait injecter sur 20''» 
de glace à 10" au-dessous de zéro pour la faire fondre et* porter l'eau de 
fusion à So". Cette glace est renfermée dans un vase métallique pesant 1,000^''. 
On donne la chaleur spécifique de la glace, o,5 ; sa chaleur latente de fusion, 
80; sa chaleur latente de vaporisation SSy; la chaleur spécifique du métal 
du vase 0,1. 

— Tige, principales modifications de sa structure dans les plantes dicotylé- 
dones et monocotylédones. 

— Cadrans solaires; 

— Établir les formules qui donnent sin [a -f- h) et cos (a -f- b) en fonction des 
sinus et des cosinus des angles a et 6 ; ces angles a et b étant quelconques. 

— Densité des gaz. 

— Propriétés du phosphore. 

— On donne dans le plan horizontal un cercle de SV" de rayon. Ce cercle 
sert de base à un cône droit dont la hauteur est iSy*". On coupe le cône par 
un plan vertical et parallèle à une génératrice de front du cône. Ce plan est 
ù 4 V"* du sommet du cône. On demande : 

1° De trouver la projection de l'intersection ; 
j2« De développer la surface et l'intersection. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



202 (1). — Étant donné un contour polygonal convexe 
ABGDE... dont les côtés successifs forment une progression 
géométrique décroissante indéfinie et dont les côtés consé- 
cutifs font entre eux un angle constant : 

1® On regarde les côtés du contour comme représentant 
des forces tirant dans le sens indiqué par Tordre alpha^ 
bétique, et on demande de trouver la résultante de toutes 
ces forces ; 

2<* Aux commets successifs A, B, G, D... du contour on 
place des poids formant une progression géométrique décrois- 
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santé, et. on demande le centre de gravité de ce système 
de poids; 

3** On regarde les côtés du contour comme des lignes 
pesantes., et on demande de trouver le centre de gravité 
de ce contour. 

(2) Sur un arc de cercle donné on prend n points équidis- 
tants sur lesquels on place des poids croissant en progression 
géométrique ; trouver le centre de gravité de ce système de 
poids. 

(3) Sur un» mètre cube homogène on place un décimètre 
cube de la môme matière de manière que les centres 
soient sur une même perpendiculaire à la face commune; 
sur celui-ci, on place de la môme manière un centimètre 
cube, et ainsi de suite. Trouver la position du centre de 
gravité du corps ainsi formé. (Dellac) 

203. — On donne un cercle A et, à l'intérieur de ce cercle, 
un point fixe P. Soit A' une tangente fixe perpendiculaire 
au diamètre qui passe par P. 

!• Autour de P on fait tourner une transversale qui ren- 
contre A aux points Q et Q' ; en ces points on élève à QQ' 
des perpendiculaires qui rencontrent A' aux points M, M' et 
l'on projette le point M sur PM', ou le point M' sur PM, 
comme Ton voudra. Trouver le lieu décrit par l'une ou l'autre 
de ces projections. 

Ce lieu est une circonférence concentrique à la proposée 
et passant par P. 

2° On joint AQ et AQ' et l'on projette M' sur AQ', ou M 
sur AQ; le lieu de ces projections est une circonférence tan- 
gente à A au point A et passant par le point P' symétrique 
de P par rapport au centre de A. (G. L,) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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NOTE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

Par M. S. lieallf. 



1. — Je me propose de montrer dans cette petite note com- 
ment on peut sans faire usage d^aucun principe spécial de 
l'analyse indéterminée, mais par le seul emploi des idenlités 
algébriques, assigner, d'une manière directe, une infinité, 
de solutions entières de l'équation indéterminée 

X» + 21/* = s» + 2A«, , (a) 

A étant un nombre entier donné, et x, y, z devant être 
premiers avec A. 

2. — Je me proposerai aussi la même question pour Téqua» 
tion 

CC« + 2t/» = A« + 2J8*, (&) 

les entiers a?, y, z devant, de même, être premiers avec le 
nombre donné A. 

A la question I on satisfaif, entre autres manières, en 
posant 

a; = a + A, t/ = 2a — A, js = 3a — A, 

c'est-à-dire en posant l'identilé 

(a H- ky + 2(2a — A)« =: (3a — A)« + 2k\ 
ou l'on peut assigner à a une valeur entière arbitraire et 
première à la valeur absolue du nombre donné A. 

A la question II on satisfait par la môme relation d'iden- 
tité, mise sous la forme 

(^)"+ <^)'= - + -. 

où j5 peut recevoir une infinité de valeurs premières au 
nombre donné A, et propres à rendre 4^5 -f- A. et js — 2A 
divisibles par 3. 

Les deux questions n'en forment qu'une seule, en réalité, 
et les solutions s'obtiennent d'après le même principe. Inutile 
d'ajouter que les égalités qui précèdent, bien que renfermant 

JOURNAL l>^ MATH. ÉLÂM. 1886. 3 
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une infinité de résultats particuliers, sont loin de fournir 
toutes les solutions qui conviennent aux équations considé- 
rées. Par exemple, pouc A = i, la formule relative à 
renoncé I ne donne pas la solution 

I7*+ 2 . l3« = 25*+2 . iS 

et la formule relative à Ténoncé II ne donne pas la solution 

17* + 2 . 9« = I* + 2 . i5*. 

On donne une utile extension à la question en se propo- 
sant d'assigner une infinité de solutions entières de Téqua- 
tion indéterminée 

X* + ny^ = tt* + nv', 
où n est un coefficient entier, non carré, (Bt où Tune des 
quatre indéterminées a reçu une valeur constante, fixée 
d'avance. 

En ce cas, si c'est le nombre v qui est donné, et que l'on, 
ait V = A, on peut employer, par exemple, l'identité 
[(n— i)a + nA]* + n (2a + A)* =:[(n+ i) a + nA]«+nA% 
où l'on désigne par a un entier arbitraire, positif ou négatif, 
et premier avec A. 

Si c'est u qui est donné, et que l'on ait u = k, oh trans- 
formera la relation précédente, en écrivant 
(2na + A)« + n [(n — i) a -f Ap =: A^ + n [(n+ i)a+A]S 
par où l'on répond à la question au moyen de valeurs arbi- 
traires de a, premières avec la valeur absolue de A. 

Dans le cas particulier de n = m* — i, on a, entre autres, 
la relation très simple ' 

Ayant fixé d'avance, dans le premier membre de cette 
formule, la valeur du nombre x (ou du nombre y), premier 
avec m, on peut assigner immédiatement une infinité de 
valeurs de y (ou x), propres à rendre, dans le second 
membre, x — y divisible par m. 

Il est bon de remarquer que tout ce qui précède s'obtient 
très facilement, et d'une manière directe, à l'aide de l'iden- 
tité donnée par Euler pour prouver que le produit de deux 
expressions de la forme x^ -|- nj/*, où n est un coefficient 
constant, est lui-même une expression de cette forme. A 
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l'égard de cette identité, et de quelques autres formules 
analogues, .très utiles dans la théorie des nombres, nous 
croyons ne pouvoir mieux faire ici que de renvoyer les 
jeunes lecteurs à la première leçon de rexcellênte Algèbre de 
M. G. de Longchamps. 

Nota. — L'identité d'Euler dont parle ici M. Realis est 
la suivante : 
(oX - n6Y)« + w (aY + bXy =: (aX + w6Y)» + n («Y — 6X)«. 

Comme le faisait observer M. Realis, dans une lettre qu'il 
m'adressait et qui concernait la légère addition qu'on va 
lire, en posant 

aY ~ bX = A, 
A étant un entier donné ; a, b désignant des valeurs entières 
arbitraires, premières entre elles; on peut, par la méthode 
connue, assigner une infinité de valeurs entières à X et à Y, 
vérifiant Téquation précédente. De cette remarque et de 
l'identité d'Euler on déduit une infinité de solutions entières 
de l'équation (a). On peut suivre une marche analogue pour 
l'équation (p). 

Voici d'ailleurs comment on peut résoudre complètement 
l'équation (a), en ramenant la détermination de toutes les 
solutions de cette équation à celle d'une équation indéter- 
minée linéaire. 

Soit {x, y, z) une solution quelconque de l'équation pro^ 
posée; on a 

x^y _ 2(k— y) _t 
A + t/ X -\- z 6 

t et 6 désignant des entiers. 

Cette égalité donne 

X — z — ty := ktj 
to -j- te -f- 2Ôt/ = 2AÔ. 

On en tire 

t^x = t* (A+^ + ô«(A — y) 
et 
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La première prouve que t divise ô*(Al — j/), et comme il 
est premier avec 6* il divise A — y; la seconde pxouve aussi 
que 6 divise k -\- y. Il faut encore observer que A et t/ sont 
de même parité. En efTet, Tégalité 

x^ — z^ = 2(A« — î/«) 
prouve que si A et j/ ne sont pas de même parité, A — y et 
A + 2/ étant impairs, {x — z) (a? + ^) serait divisible par 2 
et non par 4 ; ce qui implique contradiction. 

Posons doue 

A — y = 2tUy 
A 4- y = 2Ôî;, 
u et V désignant une solution entière de Téquation 

A = /M + 6i?. (1) 

On obtient alors 

y = k — 2tu = b6î; — A, 
a? = /v -|- 26W, 
z = 2ÔU — tv. 

Dans ces formules, A est la constante donnée ; ^ et 6 dé- 
signent deux entiers premiers entre eux et arbitrairement 
choisis; enfin, m et t; représentent une solution quelconque 
de réquation proposée. 

On pourra suivre une marche analogue pour la résolution 
de l'équation (p), et cette méthode peut servir à résoudre un 
grand nombre d'équations indéterminées. On voit qu'elle 
peut se résumer en disant que l'on cherche d'abord toutes 
les solutions commensurables d'une équation donnée pour dis- 
tinguer ensuite, parmi celles-ci. les solutions entières. Cette 
idée est d'ailleurs empruntée à la représentation des coor- 
données d'un point mobile sur une courbe ou sur une 
surface unicursale, au moyen d'un ou de deux paramètres 
arbitraires. 

G. L. 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. G. de liOiigchaiiipii* 

(SuiUy voir p. 8.) 



87. Centre de courbure de rhjrperbole équilatôrei 

— La solution que nous avons donnée plus haut pour déter- 
miner le centre de courbure d'une ellipse déterminée par ses 
foyers et les extrémités du grand axe s'appiique, avec les modi- 
fications convenables, h Thyperbole; cette courbe étant déter- 
minée par ses foyers et par les extrémités de Taxe transverse. 

Mais nous 
examinerons, 
à cause de son 
importance, le 
cas où rbyper- 
bole considérée 
est équilatère. 
Nous suppose- 
rons d'ailleurs 
qu'elle est dé- 
terminée par 
ses asymptotes ] 
A, A' et par un 
point M; c'est 
en ce point M 
que nous nous ^^S' ^^• 

proposons de construire le rayon de courbure. 

Pour démontrer la propriété qui sert de base à la construc- 
tion que nous allons indiquer, il paraît commode de consi- 
dérer l'hyperbole H comme une unicursale et de fixer la posi- 
tion du ceùtre de courbure, c'est-à-dire les coordonnées, de. 
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ce point, au moyen d'un paramètre / qui varie, quand M se 
déplace sur H. 

Prenons pour axes de coordonnées les asymptotes A, A' ; 
dans ce système, H est représentée par l'équation 

xy = m*. 

Soient x\ y' les coordonnées de M ; posons 

x' m 

— = - = t. (A) 

m y' 

La droite AB qui passe par M, tangenliellement à II, a 
pour équation 

xy' -j- yx = 2m* ; 
par suite la normale Mw' est représentée par l'égalité 

xx' — y y' = 0?'* — 2/ *• 
Les relations (A) permettent d'écrire cette égalité sous 
la forme 

xi^ — ty = w,^* — '//«. (0 

Prenons la dérivée par rapport à t, nous avons 

3L^x—y = ^mL\ (2) 

Les équations (1) et (2) donnent, pour déterminer les coor- 
données du centre de courbure co, les formules 

X _ i +31'^ y _ ?>-{' t' 

m 2t^ m 2t 

Abaissons du point co des perpendiculaires (oP, <oQ sur les 
asymptotes; en observant que nous avons 

OA = 2x\ OB = ay\ 
nous obtenons les relations 

AP = m ^^^> BQ =m^^^— !-. 

D'autre part, élevons au point M la droite RS perpendicu- 
laire sur OM, nous trouvons 

AR = 2ÂP, et BS = 2BQ. 

De cette remarque, nous pouvons déduire une construction 
très simple au moyen de la règle et de l'équerre du centre 
de courbure en un point M pris sur une byperbole équila- 
tère dont les asymptotes A, A' sont données de position. 

Par le point donné M on trace une droite AB partagée par ce 
point et par les asymptotes en deux parties égales; soit Mod la 
perpendiculaire à AB. (hi élève ensuite une droite RS perpendi- 
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culaire à OM; les parallèles aux asymptotes menées par les 
milieux des segments AR et BS se coupent sur Mod, au centre 
de courbure cherché. 

On observera que la droite Mcd pourrait, pour cette déter- 
mination du centre de courbure, n'être pas tiracée; mais la 
présence de cette droite dans l'épure donne à la construction 
indiquée une vérification précieuse. 

88. Déterminatloii du centre de courbure, les 
éléments donnés étant quelconques. — Lorsque la 
conique proposée F est déterminée par des éléments diffé- 
rents de ceux que nous avons admis dans les paragraphes 
précédents, le procédé le plus général que nous puissions 
indiquer, pour la détermination du centre de courbure, 
consiste à déduire des données de la conique les éléments 
mêmes que nous avons supposés connus. 

Un exemple suffira pour faire comprendre ce que nous 
entendons par là. 

Je prendrai le cas très simple d'une parabole P, déterminée 
par deux tangentes AT, 
AT' et par les points de 
contact M, M'; cet exem- 
ple me donnera l'occa- 
sion de faire coimaitre 
une construction très 
élégante de la parabole, 
par points et par tan- 
gentes, construction qui 
a été indiquée par M. 
d'Ocagne (*). 

Soit AB la médiane 
du triangle MAM' ; tra- 
çons le parallélogramme 
MBGD ; par les points C 
et D menons deux pa- 
rallèles quelconques ce 
I)D'; puis, par G' et D' des droites C'G", D'D', parallèles à 




Fig. 64. 



[*) Mathesis, 1885; t. Y, p. 26. 
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AB. La droite G"D' est tangente à la parabole P, et si nous 
prenons G"I = KD", le point de contact est précisément le 
point I. 

Cette proposition que nous nous bornons à énoncer se 
démontre très simplement par le calcul; elle s'établit 
aussi immédiatement par des considérations géométriques 
diverses et notamment en montrant que la transversale 
réciproque de G"D" par rapport au triangle MAM' se meut en 
restant parallèle à une direction fixe. 

Si Ton veut maintenant déterminer le centre de courbure 
de P (*), au point I, on peut opérer de la manière suivante. 
De l'orthocentre du triangle AC'D", on abaisse une perpen- 
diculaire A sur AD. La normale en I rencontre A en un 
point J; on prend Iw = 2JI; w est le centre de courbure. 

89. Remarque relative au problème de l'inter- 
section d'une droite et d'une conique. — On a sans 
doute observé que nous n'avions, à aucun moment, abordé 
certains problèmes qu'on a quelquefois considérés comme 
appartenant à la géométrie de la règle, mais qui ressortent 
vraiment d'une géométrie supérieure; nous entendons ici, par 
cette expression, la géométrie du compas. Tels sont les pro- 
blèmes dans lesquels on se propose de déterminer les points 
communs à une droite tracée A et à une conique bien déter- 
minée, par certaines conditions données; ou encore ceux 
où l'on se propose le tracé, point par point, de coniques 
ayant avec une conique donnée un contact d'un certain ordre 
et vérifiant en out^e quelques aulres conditions (**), etc. 

Tous ces problèmes exigent qu'une conique donnée soit 
tracée dans l'épure que l'on fait, ou que, à un certain 

(*) M. d'Ocagae, d'après une iodication qu'il nous a fournie, détermine 
dilTtiremment lo centre do courbure; la construction qu'il donne et qui est 
aussi simple que coile que nous indiquons ici, doit paraître prochainement, 
croyons-nous, dans les Nouvelles Annales, dans une note qui fait buite au 
mémoire sur Venveloppe de certaines droites mobiles^ dont la première partie 
a été publiée (toc. cit., 1883). 

(**) Géométrie de la Règle; théorèmes et problèmes sur les contacts des 
sections coniques, par M. Plûcker, docteur de l'Université de Bonn {Annales 
de Gergonne, t. XVII; 1823 et 1827; p. 37). 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 33 

moment on fasse usage du compas ; ce sont donc des problèmes 
du second degré, insolubles avec la règle seule. Mais le 
problème retombe au premier degré et ressort alors de la 
géométrie de la règle, dans le sens rigoureux que nous 
donnons à ce terme dans cet ouvrage, lorsque Tun des points 
communs à la conique et à la droite considérées est connu 
d'avance. 

Nous donnerons, en terminant les problèmes relatifs aux 
coniques, un exemple remarquable de ce dernier genre de 
problèmes. 

90. Problème. — Connaissant le pied d'une normale A à 
la parabole P, trouver le second point commun à ^ et à V. 

Soit A' {x\ y') le point symétrique de A par rapport à Ox\ 
ayant fait la construc- 
tion qu'indique la fi- 
gure (construction 
dans laquelle AA'B, 
ABC, AGI sont des 
angles droits) on ob- 
tient sur la normale 
A un point I; il est 
facile de reconnaître 
que I est le second 
point d'intersection de 
A avec P. 

En désignant par ^'^' ^^• 

x^\ y" les coordonnées de C, on a en effet 
GH = — !/• = A'H + A'G = y'+ A'B tg oc = y' + 2p tg a, 
ou 

y 

D'autre part on a 

2p{x' -f-p)" 




= OH-hGI=x' + (i/'-HGH)tga=x-'+^|j/'-f- 



X 

ou encore 



y 



'] 



y* 



(!2) 
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Les formules (1) et (2) prouvent bien que 

y"* = 2fx\ 

Ainsi, I est le point cherché ; il s'obtient, en faisant seule- 
ment usage de la règle et de Téquerre, par la cjustruction 
qu'indique la figure. Dans cette construction, on ne suppose 
nullement que la parabole soit tracée; cette courbe est déter- 
miuée par son axe, la tangente au sommet et un point A. 

Mais, sans vouloir multiplier autrement ces considérations 
diverses, nous quittons avec cet exercice l'étude des sections 
coniques pour nous occuper des applications de la géométrie 
de la règle au tracé, par points et par tangentes, de certaines 
courbes d'un ordre supérieur. Nous abordons ici un sujet 
plus intéressant et qui ne semble pas avoir encore été 
exploité, du moins avec la suite et la méthode que nous 
allons y mettre. Les chapitres (*) que nous consacrons à 
cette étude compléteront la première partie de cet ouvrage ; 
nous développerons ensuite, dans la seconde partie, les 
applications pratiques de la géométrie de la règle et de 
réquerre aux questions diverses qui intéressent les opérations 
effectuées sur le terrain et quelques problèmes que sou- 
lève Tart de la guerre. Nous rentrerons alors, pour ne plus 
Tabandonner, dans le champ des mathématiques élémen- 
taires proprement dites. 

•-■ .^■■--■ ■■ ■■»■■■■■■ ■■-■ I ■ — — ■■ —1^^— ■ ■ ■^■^■i— — ^M^— ^l^^^^M^i^»^»^».^— ^M^^^^^M^M^ 

CLAUDE MYDORGE (1585-1647) 

NOTICE SUR UN DE SES MANUSCRITS 

CONSTRUCTIONS DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE DUES A CE MATHÉMATICIEN 

Pai* M. Edmond Bordage, professeur au Collège de Nantua. 

(Suite et fin, voir p. 12 J 



Cette construction est en germe chez Baudhâyana qui 
dit : a Pour faire la somme de deux carrés quelconques, avec le 
côté ae du plus petit (fig. 4) on fait au plus grand un accroisse^ 



•*\ Ces chapitres traitant de matières tout à fait étrangères aux mathéma- 
tiques élémentaires seront, pour ce motif, développés dons le JourncU des 
Mathématiques spéciales. Aussitôt qu'ils seront publiés, nous reprendrons ici, 
avec la seconde partie, l'exposition élémentaire à laquelle nous faisons allu- 
sion dans les lignes qui terminent cet article. 




r-^ X 
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ment, un crément aebk; la corde tendue en travers de ce crémentj 
soit ak, e5i le côté de la somme, % 

Pour retrancher un carré d'un autre, Baudhâyana dit 
ensuite : « Avec le côté de celui qu'on veut retrancher, on 
dessine au plus grand un crément aebk (fig. S) ; un des flancs 
ek de ce crément est reporté en biais sur l'autre flanc en ei. Là 
où il tombe, on détache ce qui dépasse et le fragment restant 
ai est le côté de la différence. » 

Il avait dit précédemment : « Dans un carré parfait, la 
corde tendue en biais (la diagonale) produit une surface de 
contenance double, » 

Puis : « Si Von prend le côté du cai^é, si Von élève en l'une 
des extrémités une perpendiculaire égale à la ligne productrice 
du double (la diagonale); si Von joint les extrémités de ces deux 
lignes perpendiculaires, la ligne en biais ainsi obtenue sera le 
côté d'un carré triple du carré primitif, » 

Aboul-Wéfa a aussi traité la question des trois -carrés. 

Dans ses écrits, l'énoncé est ainsi formulé : « Former un 
carré avec trois briques carrées et égales. » Sa solution très 
élégante, étant considérées les données matérielles de la 
question, est celle-ci : Il coupe deux des briques suivant la 
diagonale et applique ces demi-carrés par la diagonale 
autour de la troisième brique restée intacte abcd (fig. 6). 
Il tend successivement un cordeau ou pose une règle sur 
les nouveaux sommets f, h, j, l. — Les petits morceaux 
triangulaires tels que fog qui dépassent les quatre côtés hf, 
fl, Ij et jh sont retournés et appliqués de façon à remplir 
les quatre petits vides tels que hoa. 

On vérifie facilement l'exactitude de ce procédé. 

Si, en effet, on supposait menées les lignes fm, bl, Ik, dj, 
ij, hc, afeigh ; les quatre quadrilatères fmbl, Ikdj, cjiheifagh 
seraient des parallélogrammes ; car les côtés ml et fb, dl et 
jk, cj et hi, ah et fg seraient égaux, comme côtés de Tangle 
droit de triangles isoscèles égaux. Ces côtés seraient aussi 
parallèles deux à deux. En effet, considérons un de ces 
quadrilatères /m6i par exemple. L'angle bml = 4.5^; l'angle 
fbm complément d'un angle gbf égal à 45®, vaut lui aussi 
45*'. Les angles bml, fbn étant égaux, on conclut de là Je 
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parallélisme des côtés fb et ml. Le quadrilatère fbnl est donc 
bien un parallélogramme, puisque deux de ses côtés opposés 
sont égaux et parallèle». — La démonstration serait identi- 
quement la môme pour les trois autres parallélogrammes. — 
Les quatre parallélogrammes considérés seraient de plus 
égaux, car leurs autres côtés tels que fin, Ik, ij, gh seraient 
égaux comme appartenant à des triangles fbnij Idk, icj, gah 
dont on prouverait aisément Tégalité. De Tégalité des quatre 
parallélogrammes on déduit Tégalité de leurs diagonales; 
c'est-à-dire que 

fl = /;=: hj = fh. 

La figure hflj est donc un losange. Prouvons maintenant 
que les angles sont droits. Considérons Tun de ces angles Iifî^ 
par exemple. On voit qu'on peut obtenir cet angle en retran- 
chant de l'angle droit gf'b la partie gfo et en ajoutant au 
reste ofb la partie S/T qui est, nous le savons, égale à gfo 
(d'après l'égalité des parallélogrammes). L'angle hfl est donc 
aussi droit. On prouve de la sorte que le losange hflj est 
un carré, puisque ses angles sont droits. Il est évident aussi 
que les petits triangles désignés sur la figure 6 parles chiffres 
i, 2, 3, 4, S, 6, 7, 8 (les chiffres pairs désignant les triangles 
intérieurs au carré hflj et les chiffres impairs les triangles 
extérieurs) sont égaux comme appartenant à des parallélo- 
grammes égaux. On pourra donc remplir les vides triangu- 
laires.!, 3, 5, 7 par les petits triangles de brique 2, 4, 6, 8. 
Ce qui prouve bien que les trois briques données disposées 
comme il a été dit forment exactement le carré hflj. 

Mydorge donne, dans son manuscrit, trois constructions 
pour faire un carré égal à un cercle donné. Voici ces trois 
constructions : 

1® « // faut diviser le semi-diamètre en deux parties égales par 
u/ne perpendiculaire menée d'une part et d'autre jusqu'à la cir- 
conférence. Le carré décrit de cette ligne sera égal au cercle 
donné. » Il dit aussi : « Le cercle abcd (fig. 8), le semi-diamètre 
mo estant donnés, je divise me également au point f, auquel je 
descris la perpendiculaire efg; de laquelle je descris le quarré hjkl 
égal au cercle abcd. » 

(Il faut observer que le carré hjkl doit être construit de 
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façon que les points a, 6, c, d soient les milieux des côtés de 
ce carré.) 

2** a Après avoir descnt le quarré à Ventour de la circonférence 
(le carré circonscrit), il faut diviser le quart du cercle en troi^ 
parties égailes et du centre par la section inférieure mener une 
ligne droite tant qu'elle rencontre le costé du quarré estant con- 
tinué, et la partie d'entre k diamètre et la section donnera le 
costé du quarré, 

» Le cercle abcd (fig. 8) estant donné et le quart ad divisé 
en trois parties égailes, k estant le point de division inférieur, 
je descris la ligne em ; et am donnera le costé du quarré qui est 
fgjh, lequel est égal au cercle donné abcd. 

3® » Il faut diviser le cercle en quatre parties égailes par deux 
diamètres et diviser chaque quart de la circonférence en trois 
parties égailes et de deux sections en deux sections mener une 
ligne droicte, lesquelles quatre droictes menées dune part et d'autre 
feront un quarré égal au cercle donné. 

» Le cercle abcd (fig. 9) étant divisé en quatre parties égailes 
par deux diamètres ac et bd et la quarte partie de chaque circon^ 
férence en trois parties égailes, ce qui donne les points j, k, 1, m. 
n, 0, p, e, de section en section, je mène les lignes droictes e'f, 
fg, gh et be' qui font le quarré e'fgh égal au cercle abcd. » 

Baudhâyàna avait lui aussi traité la question de la quadra- 
ture du cercle et la question qui consiste à transformer un 
carré en un cercle équivalent. Voici quelles étaient les con- 
structions qu'il employait : 

1® « Pour faire d'un carré un cercle, on rabattra (fig. 10), 
à partir du centre la moitié de la diagonale sur la ligne eo. 

Avec celle-ci et le tiers de ce qui dépasse foe -f - ea' ), on tra- 
cera le cercle qui sera équivalent au carré donné abcd. 

2<* » Pour faire d'un cercle un carré, on fait 8 parts du diamètre; 
wie de ces 'parts sera divisée en 2g portions dont on retirera 28 

et il restera j ainsi que - dune portion diminuée de son 

propre huitième. » 
Ou en cbiffres 



( 
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^'L8"'"8T29~\I5^*6'"8'29.8.6JJ 
ou encore 

D // , _! l_ , i \ 

'VS "^ 8.29 8.29.6 "^ 8.29.6.8/' 

« Ceci étant le côté du carré équivalent, le coefficient en 

série est-y^* » 
2 

Il ajoute encore : « Oiê bien on fera i5 parts du diamètre, 

desquelles on retranchera 2 ; telle est la racine imparfaite 

i3 
du carré équivalent au cercle, » Mais comme — est la valeur 

connue de - y 3 employée par Héron pour la surface du 

triangle équilatéral, nous retombons dans la construction de 
Claude Mydorgo. Du reste, Baudhâyana lui- môme la déclare 
<f imparfaite » (à-nityâ). C'est le terme qu'il emploie. 

Nous venons de citer quelques-unes des questions con- 
tenues dans le manuscrit de Claude Mydorge, retrouvé par 
M. Charles Henry. A côté de ces questions, on trouve de 
remarquables constructions de polygones inscrits et à côtés 
donnés, d'élégants procédés de trisec.tion de l'angle et de 
transformation de surface, etc. — Ces questions sont pleines 
d'intérêt, et elles nous paraissent dignes d'être introduites 
dans l'enseignement secondaire et, surtout, dans Venseigne- 
ment pt ofessionnel. 

CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Picquet, répétiteur 
à rÉcole Polytechnique. 

Monsieur le rédacteur, 

Vous avez bien voulu me faire part des doutes émis par 

un de nos collègues relativement à l'existence d'une solution 

élémentaire pour l'une des questions proposées à l'examen 

écrit de l'École forestière en 188S. Je m'empresse de vous 
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communiquer celle que j'aurais désiré rencontrer dans les 
copies des candidats ; et, si vous vous placez à ce point de vue 
qu'une question de concours doit se décomposer en plusieurs 
parties de difficulté successivement croissante, de façon 
à permettre le classement des candidats, je pense que vous 
apprécierez avec moi que la question dont il s'agit n'était 
pas de nature à mériter les reproches de notre collègue. 
L'énoncé était le suivant : 

Effectuer la division • r^ > trouver la loi du quotient, et 

chercher, par les règles de la division, à quelle condition le quo- 
tiédit, prolongé indéfiniment, représente la fraction proposée. 

Solution. — Première partie. Eiffectuer la division, et in- 
duire par l'observation la loi du quotient 

I + 3a? + 6x* + . . . + !îl!L±-i} aî«-i + . . . 



2 



Cette première partie, très simple, a été traitée par la 
plus grande partie des candidats. 

Deuxième partie. — Démontrer la loi induite, en observant 
également la loi des restes, admettant Tune et l'autre jusqu'au 
reste qui suit l'inscription au quotient du terme en as**"*, et 
prouvant qu'elles subsistent pour le terme suivant du quotient, 
et pour le reste suivant. 

Je ne crois pas utile d'insister sur ce côté de la question 
qui, quoique moins simple que le précédent et n'ayant été 
traité que par un nombre beaucoup plus restreint de can- 
didats, n'offre aucune difficulté. 

Troisième partie. — Il résulte de ce qui précède que le 
reste obtenu après que l'on a écrit au quotient le terme 

- n(n 4- i) a?**~* est 

2 ^ 

- (n -j- i)(n + 2)05" — n{n + 2)05**+* -{--- n{n'\- i)x*»+2. 

2 ^ 

On a donc, d'après Fidentité de la division, en désignant 
ce reste par R, 

, — ^s I + 3a? + 6a;«+ . . . + U{n+ i )aî~-* + 7-^-73* 
(i —x)* ' ' 2 ^ (i— a;)' 
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OU 

(7"Zr^ = 1 + 3œ + 6a;» + . . . + in(n + i)x"-< 

+ 2(i _a;)3 K'* + 0(»» + 2) — 2n(n + 2)x + n(n + i)a5«]. 

Si a? > I, il est clair que Iç terme complémentaire du 

second membre augmente indéfiniment avec w. 

Si Ton a, au contraire, ce < i, j'écris ce terme 

n{n -f- I )(w + 3)x** fi 2a? ^'1. 

2( I — a;)' [n n + i "'" n + 2J ' 

le second facteur tend évidemment vers zéro à mesure que 

n augmente. Quant au premier, si Ton passe d'une valeur 

n + 3 
de 71 à la suivante, on le multiplie par —^ — x, expression 

n 

pjus petite que l'unité dès que Ton a 

3x 
n > '9 

I — X 

et qui va toujours en diminuant. Les valeurs successives du 
premier facteur sont donc constamment inférieures, à partir 
d'une certaine valeur de n, à celles des termes d'une pro- 
gression géométrique dont la raison serait l'une quelconque 

, n + 3 

des valeurs, inférieures à l'unité, de la quantité x; 

n 

par suite il tend vers zéro, et le quotient, prolongé indéfi- 
niment, représente la fraction proposée. 

Je ne pense pas, Monsieur le Rédacteur, être sorti dans 
cette démonstration des limites du programme de l'École 
forestière, puisque je n'ai invoqué que l'identité de la division 
et la théorie des progressions géométriques, et je suppose que 
vous trouverez avec moi que cette troisième partie delà ques- 
tion, sans être au-dessus de la force des meilleurs candidats, 
était propre à les révéler. Que si notre eslimable collègue 
tirait quelque objection de ce fait qu'il y est fait usage d'autre 
chose que des règles de la division, sa dialectique pourrait 
paraître subtile en ce sens que, si l'énoncé vise évidemment 
l'identité de la division, il ne s'oppose en quoi que ce soit à 
l'emploi ultérieur d'autres propriétés. 

Enfin, j'ajouterai que la démonstration suivante, relative au 
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cas ou a? < I, très élémentaire, eût encore été considérée 
comme très suffisante et parfaitement accueillie, une fois la 
question entamée comme plus haut avec Tidentité c^e la 
division . 
On a, pour x < i 

1 + a: + ûî* 4- • • • + a?'* -f • • • = - 

M/ *^ OC ~T" • • • —j" X "^ • . • — 



r 



— X 
X 



1 — X 
X I • • • 1 ce I • • • ^— - 



a?* 



I — X 



d'oii, en ajoutant 

i -{- 2X-\- 3x* + . . . -j- (n + O*^** + • • • = 

— î — (i + iT + a;« 4- . . .) =7 î— ^ 

I —x^ ' ' ' ^ {i —xy 

De même, en multipliant successivement par a:, a:% . . 



(i-x-)* 
X'* + • • • + ('^ — 0"^** 4- . . . = 



x^ 



( I — .r)'-* 



d'oîi en ajoutant 

I 4- Sx 4- 6a5* 4- . . . ^ (n 4- i)(n 4- 2)x^* 4- . . . = 

[l 4" ^ 4" ^* + • • •] == 7 Ti C. Q. F. D. 



1^1 — xy ^ (^ — ^)' 

Nota. — Je puis dire que je partage complètement Topi- 
nion de M. Picquet et je trouve, avec lui, que la question 
proposée aux examens écrits de TEcole forestière admettait 
une solution qui ne dépassait nullement la force des meil- 
leurs candidats à cette école; la rédaction qu'on vient de 
lire en est bien la preuve. Mais je dois ajouter qu'en lui 
transmettant les doutes auxquels il a été fait allusion, au 
début de cette note, le collègue qui me les communiquait 
ne les a pas accompagnés d'une critique quelconque. Il avait, 
me disait-il, quelque peine à voir comment on pouvait 
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résoudre la question posée, sans dépasser les limites des 
mathématiques élémentaires. J'ai prié M. Picquet de vou- 
loir bien lever les doutes qui m'avaienl été transmis; telle 
est Torigine de la présente lettre. Je pense qu'elle donnera 
pleine satisfaction à notre collègue; les candidats à l'École 
forestière la consulteront aussi avec intérêt, et il ne me reste 
plus qu'à remercier M. Picquet de l'obligeance avec laque^e 

il a répondu au désir que je lui témoignais. 

G. L. 

Extrait d'une lettre de M. Aug. Poulain, à Angers. 

... La démonstration donnée page 7, pour établir le théorème 
relatif au carré du côté d'un triangle, peut être abrégée 
comme il suit et avec cette particularité avantageuse qu'elle 
s'adresse également bien au cas oh le point B est intérieur 
ou extérieur au cercle considéré dans la démonstration de 
M. Mosnat. 

En considérant la transversale qui passe par le centre du 
cercle, on voit que la puissance du point B par rapport au 

cercle CC est égale à ± (AB^ — AC^) . Le signe -f- doit 
être pris dans le cas du poiot extérieur, le signe — dans 
l'hypothèse contraire. 

Plaçons-nous dans le premier cas, lequel correspond à la 
figure (*). 

Nous avons 

aB' — AC^ = BC . BC = BC(BG — 2CD), 
ou ÂB' = ÂU^ + BG'^ — 2BG . CD. 

G. Q. F. D. 

(*) Le lecieur est prié de se reporter à la ûgure de la page 7, mAis les 
lignes AE, B£ de cette figure sont inutiies dans la présente démonstratioD. 

Comme nous le fait observer avec raisou M. Poulain^ dans une autre lettre, 
on peut ainsi établir le théorème de Pylhjgore, et d'une façon bien simple, 
en décrivant un cercle ayant pour centre Tune des extrémités B de l'hypo- 
ténuse BC, et pour rayon le côté BA qui y aboutit. La puissance du point G 

par rapport à ce cercle est rep)'ésentée par CA* ou encore par (CB — BA) 
(CB -\' BA). D'où résulte la relation de Pylhagore. 

Mais nous croyons que cette remarque a été faite depuis longtemps et il 
^t probable que la démonstration précédente fait partie de la collection 
^^70 (?) démonstrations connues du théorème en question. G. L. 
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QUESTION 101 

Solatlon par M. Lucien Lévt. 



Sur la bissectnce de Vangle droit d'un triangle ABC, rec- 
tangle en A, on prend un point M. Soit û le point oii la bissec- 
trice rencontre Vhypoténuse, P la projection de M sur AG. 
Déte)'minons ce point M de façon que ia somme des aires des 
triangles BMD et MPC soit égale à une surface donnée. 

Soit AM =: X, AD = d, la surface donnée. Abaissons 

4 

de B la perpendiculaire BH = sur la bissectrice. Si Ton 

ce \/ 2 

remarque que AP = PM = , on obtient immédiatement 

réquation du problème 

2 ^ '2 2\ 2/3 4 

OU (d — X)C '\-\h j=\ X = Sy (1) 

OU œ* -j" (c — b)x\/2 + (« — cd) v/2 = o. (2) 

La discussion de cette équation n'offre aucune difficulté : 
on la simplifiera en distinguant le cas ou c est plus grand 
que 6. Il est alors nécessaire que Ton ait 

s < cd, (3) 

et une seule racine est positive. Pour qu'elle convienne, il 
faut qu'elle soit inférieure à d; ce qui donne, en substituant d 
dans le premier men^bre de l'équation (i2), 

d* — b_d\/2-\-s\/2'^o, 
ou s ^2 > (6 v/2 — d)d, 

/- ^^' 
ou encore 5 v 2 > (4) 

c ^ 

Les conditions (3) et (4), compatibles à cause de c> 6, suffisent. 
Si c est inférieur à b, la condition de réalité des racines 
de l'équation (2) fournit l'inégalité __ 

(b - c)« + 2Cd\/2 

s < 

. V2 
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Pour achever la discussion, il restera à exprimer que x 
est positif et inférieur à d, c'est-à-dire à comparer s aux 

quantités cd et — dont chacune peut être plus grande que 

c 

l'autre. Cette discussion n'offre aucune difficulté ; j'exami- 
nerai seulement un cas. _ 

bd* 
Si 8 est inférieur à — , lesracines sont de signes contraires 

et d est entre ces racines; donc aucune ne convient. Si s est 

6d* 
entre — et cd, les racines sont de signes contraires, d est 

plus grand que les deux, la positive convient donc. Si enfin 

s est entre ca et • — t= , les deux racines sont posi- 

2y2 

tives et conviennent, comme il est facile de s'en assurer. 

Les autres cas s'examineraient de même; mais il est pré- 
férable de généraliser l'énoncé de manière à n'avoir aucune 
restriction de grandeur pour la variable x. En donnant au 
point M diverses positions sur les prolongements de la 
bissectrice dans les deux sens, on vérifiera aisément que 
l'énoncé pourra être conservé, à condition de compter, comme 
négative l'aire du triangle BMD dès que le point M a dépassé 
le point D dans le sens AD, et comme négative l'aire du 
triangle MPC dès que le point M, se déplaçant dans le même 
sens, a dépassé le symétrique de A par rapport au point D. 
Lorsque le point M est sur le prolongement de AD, du côté 
de A, il faut considérer la distance AM comme négative et 
l'aire du triangle MPC aussi comme négative. Ces conven- 
tions se présentent d'elles-mêmes: le changement de signe 
de l'aire d'un triangle provient toujours du changement de 
sens d'une base ou d'une hauteur. 

Nota. — Autre solution par M. Bordage. 



46 



lOURKAL DE MATBiMATIQDKS ÉLtXENTAIRES 



QUESTION 167 

^k»IvtloB par M. Etienne Thévenet, de Thiera. 



On donne un cercle de diamètre AB, deux tangentes 



parallèles AP, BQ, une 
troisième tangente mobile 
PQ et un point fixe G sur 
le diamètre. On abaisse 
OD , OE respectivement 
perpendiculaires sur PC, 
QC. La droite DE coupe 
AB en F. Enfin, on élève 
CG perpendiculaire à AB, 
cette droite coupe la cir- 
conférence en G. 
Démontrer que : 
i° Le point F est fixe, 
2^ La droite GF est fa 
médiane antiparallèle du 
riongle GGC. 




(I) 



(2) 



1® Le quadrilatère inscriptible GEOD donne 

CF _ CD X CE 

OF ~ OE X OD* 
Les deux triangles semblables GOD, APC donnent 

CD _ R — OC 

OD ~ ÂP * 
De même les deux triangles semblables COD, APC donnent 

CE _ R +0C 

OE "^ BQ • ^ ^ 

Multipliant membre à membre (2) et (3), on a 

CE X CD _ R« — ÔÛ^ 

OD X OE "~ AP X BQ* 

Comparant la dernière égalité à la première, on a 

FC _ R-^ — UU^ 

OF "" AP X BQ' 
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AP X BQ = R«, _ 

GF _ R« — OC^ 
OF ~ R» 

Donc le point F est fixe. 
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or 



d'où 



2® GF est là médiane antiparallële du triangle GOC, puisque 
dans ce triangle nous avons 

CF _ R« — OU^ _ CG^ 

OF "" ~~ 



R« 



OG' 



Nota. — Sol a lions analogues par MM. Chapron,à Bar-sar-Aube; G. Nesly, 
à la Guadeloupe ; L. Prince, élève au lycée de Grenoble. 



QUESTIONS PROPOSEES 




204. — On considère un cercle et un diamètre AB, un 
point P sur AB et les tan- ^^ 
gantes aux points A et B. 

Par P on mène une semi- 
droite mobile qui rencontre 
le cercle en Q et, par le point 
Q, on trace une droite per- 
pendiculaire à PQ qui ren- 
contre les tangentes fixes 
aux points M, N. 

On détermine ainsi deux quadrilatères dans lesquels on 
mène les diagonales ; trouver le lieu décrit par le point de 
concours de ces diagonales: 1® dans le quadrilatère APQM; 
2° dans le quadrilatère PQBN. 

Ce lieu est Tensemble de deux ellipses dont les axes sont 
proportionnels, le grand axe de la première étant égal au 
petit axe de la seconde. (G. L.) 

Nota, — Pour faciliter la recherche de la solution demandée 
on peut observer : 1® que MPN est un angle droit ; 2® qu'en 
. posant PA = ft, BP == h\ on a 

tgMAQ . tgAQP = ^; 
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3* Que les ellipses indiquées dans Ténoncé se déduisent des 
cercles décrits sur AP et sur BP comme diamètres en défor- 
mant les ordonnées de ces cercles dans un rapport constant. 

On peut aussi noter, parmi les propriétés de la figure, que 
le produit AM . BN est constant et que la droite qui joint les 
deux points dont nous ayons demandé le. lieu géométrique, 
est parallèle à AB. 

205. — Résoudre Téquation 

a{a + œ) (a + ^ac) (a + 3a?) 
= 6(6 + 0?) (6 + 2x) {b + 3a?). (G. L.) 



Errata. 1. — [Journal 1885, p. 117). Il faat sabHtitaer le poiat Op+i au 
point Op-* et par suite.^écrire : 

Ligne 11 : -^ — ^ = a — ; — • -- 

,. , Xp-l — Xp 

au lieu de -^ — r = id. 





Ligne 15 : 



OpOp^^l ab 



BD (a -^ pb)[a + (p +ljft] 

OpOp— 1 
au lieu de \.!^ = id. 

DU 



Ligne 18 
au lieu de 



BD "" 10 
O2O1 _ I 
BD ""lo 
(Communiqué par M. Monsallut, professeur au collège de S*-Jean-d'Aiigély]. 

2. — [Jourmly p. 11, 1886) 

• Dernière ligne, au lieu de HD, lisez DD' 
(Id. p. 12), au lieu de l'épreuve du tracé, lisez l'épure du tracé. 

3. — (Id.p.l5),lignel9/wejirDL* = LG* +DG'e« non DL* — LG' -j-DG*; 
et, même page ligne 10 (en remontant) lisez DS^el non DS*. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMBBIE CENTRALE DES CHEMINS DB FER. ^ IVPRIUBRIB CHlIX. 
■UB BEROÈRB, 20, PARIS. — 2322 6. 
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PROBLÈME DE MÉCANIQUE 

Par M. lÊd* €Sntllet« professeur au Lycée d'Avignon. 



Une sphère, dont l'éldsticité est parfaite, tombe d'une hauteur 
h sur un plan incliné d*un angle a sur l'horizon. Elle rebondit, 
suivant la loi connue de Végalité d'angles d^incidence et de 
réflexion, pour venir rencontrer le plan incliné, une seconde fois, 
puis une troisième, et ainsi de suite. — On demande de calculer 
l'amplitude de chaque bond, ainsi que l'angle sous lequel la bille 
ment rencontrer le plan à chaque nouvelle incidence. 

Soient A le point de départ de la sphère et B le point où 
elle rencontre le plan incliné pour la première fois. Nous 
prendrons pour plan de la figure le plan vertical dans lequel 
reste constamment la sphère, c'est-à-dire celui qui est déterminé 
par la verticale AB et la ligne de plus grande pente BX du 
plan' incliné. 

La vitesse acquise Vo pendant la chute AB de hauteur 
h est 

Vo = \/2gh, (1) 

et l'angle ABN formé par la verticale AB avec la normale BN 
au plan incliné en B est égal à a. 

Au point B la sphère rebondit avec la vitesse Vo et dans 
une direction BG faisant avec BN l'angle a. 

Nouô sommes donc, pour le premier bond, ramenés à étudier 
le mouvement d'un corps pesant lancé avec la vitesse initiale 
Vo dans la direction BG. 

On sait que la trajectoire est une parabole; de sorte qu'il 
suffira de déterminer le pointd'intersection B' de cette parabole 
avec la droite BX, en même temps que la tangente à la 
courbe en B'. 

Désignons par a la base OX du plan incliné, par Vx et Vy les 
projections horizontale et verticale de la vitesse à un instant 
quelconque ^ ou, ce qui est la même chose, les vitesses des 
projections horizontale et verticale du mouvement de l'espace : 

JOURNAL 01 MATH. ÉLÉtt. 188Ô» 3 
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\ 

enfin par x et y les coordonnées du point de la trajectoire 

occupé par la sphère à l'époque t. 
Nous avons ; 

Vx = Vo sin 2î)t,' (2) 

Vy = Vo cos 2 a — gt, (3) 

X = Vot sin 2a , (4) 

y = i;^^ cos 2a Jff* + ^ttg a; (o) 

ml 

en prenant pour axes de coordonnées les deux droites rec- 
tangulaires OX et OA et en remarquant que Tangle de BG 

avec rhorizontale est ( - — 2a j. 

Eliminant t entre les équations (4) et (5), nous aurons la 
relation qui lie à chaque instant les coordonnées d'un point 
quelconque de la trajectoire : 

w = a tg- a + X cotg 2a --T-; (8) 

^ ® 2Vo^ sin* 2a ^ ^ 

En appelant (x^^ y^) les coordonnées du point B', on aura 

donc aussi, puisque ce point appartient à la trajectoire : 

2 

2/1 = a tg a + a?, cotg 2a g"^— (7) 

2VZ sin* 2 a 

Mais le point B' appartenant encore à la droite BX, les deux 

triangles semblables OBX et O'B'X donnent 

PB _ OX 

O'B' "" O'X' 

c'est-à-dire 

^^ = -^. (8) 

Vi a — x^ 

Les deux équations (7) et (8) déterminent les deux incon- 
nues x^ et t/i. 
De la dernière, on tire 

!/i = a tg a — x^ tg a, 
et, en portant dans l'équation (7), on a 

X\\9^i — 2Vo sin* 2a(cotg 2a -|- tg a)] = o. (9) 
On a une première solution : x^ = o, qu'il était facile de 
prévoir et qui correspond au point B; ce n'est pas celle-là 
que nous cherchons. 



\ 
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La deuxième solution 

2vl sin' 2a(cotg 2a 4- tg a) 

correspond au point B'. 
On a d'ailleurs 

, , cos 2a cos a + sin 2a sin a 

C0tg2a + tga=: : , 

^ ^ sin 2a cos a 

et 

cos 2a cos a + siii 2a sin a = cos a. 
Donc, en résumé 

X* = sm 2a. (10) 

9 

Remplaçant vl par 2gh pour que x soit connu uniquement 
en fonction des données, on aura 

a\ =4ft sin 2a. (11) 

En portant cette valeur de x^ dans la relation (8), on aura 

y^ =(a — /\h sin 2a) tg a. (12) 

Durée du premier bond. — Si Ton veut obtenir le temps t^ au 
.bout duquel le mobile atteint le point B', il suffît de remplacer 
a?, par la valeur qui vient d'être trouvée dans la formule 

Xi = Vo^ sin 2a, 
d'où Ton déduit 



et, par suite 



c'est-à-dire 



Xi 

•'i -~ • > 
Vo Sin 2a 

Ah sin 2a 

h = ^^—. 

Vo Sin 2 a 



/l = -^, ou /, =: 1^—. (13) 



9 ' 9 

Calcul de Vamplitude BB'. — Observons que, dans le tra- 
pèze rectangle OBO'B', on a 

00' 



BB' = 



cos a 



ou BB' = -^ 



■ta • 



cos a 
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On a donc, en désignant par A Tamplitude du premier bond, 

. 4A sin 2a 

COS a 
et, si Ton remplace sin 2a par 2 sin a cos a, il vient 

A = 8/i sin a. (14) 

Angle d'incidence au point B\ — En désignant par v^i et Vy^ 
les composantes horizontale et verticale de la vitesse de la 
sphère en B' et par (p Tangle de la direction de cette vitesse 
avec l'horizon, on aura 



(IS) 



Or 


' • V:,^ 




Vx^ — Vo sin 2a, 




Vy^ = Vo cos 2a — (//j, 


ou 




D'ailleurs 


2V 

Vy^ Vo COS 2a — gf — 




COS 2a — I — 2 sin' a ; 


donc 





Vy^ = — Vo{i +2 sin^ a). (16) 

Cette valeur négative de la composante verticale Vy de la 
vitesse montre qu'en B' la sphère descendrait si elle n'était 
arrêtée par le plan incliné. 

On a maintenant 

I + ^ sin* a 

^ë 9 = : — • 

sin 2a 

On voit que l'angle cp est négatif, c'est-à-dire que la vitesse 
en B' est dirigée au-dessous de 1 horizontale de ce point. 

Si Ton considère l'angle TB'H, opposé par le sommet à 
l'angle 9, on aura 

tgTB'H = i±i-!^. 

sm 2a 

Or l'angle N'B'T de la vitesse en B' avec la normale B'N' 



au 



plan incliné est égal à (cp — a) ; en appelant a' cet 
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m 

angle N'B'T, on aura donc. 

tg a = COtg (cp — a), 
OU 

tgcp — tga 
En remplaçant tg cp par la valeur absolue précédemment 
trouvée, il vient 





a' 




• + 


I 


+ 2 

sin 


sin* 
2a 


a 


X 


sin a 


tg 


cos a 




I 


+ 2 


sin* 


a 




sm a 



sin 2a cos a 

(fa 

, sin 2a cos a -|- sin a -}- 2 sin' a 

tg a — ; r-z : : 

cos a + 2 Sin* a cos a — sin a sin 2a 

Remplaçons sin 2a par 2 sin a cos a, et nous avons 

sin a 1 1 + 2 sin* a + 2 cos* al 

tg a = 1— I- — ^ . 

^ cos a 

D'ailleurs 

I + 2 sin* a + 2 cos* a = 3. 

Ou obtient ainsi ce résultat simple 

tg a' = 3 tg a. (17) 

Vitesse v, du mobile en B\ — Si Ton veut avoir la vitesse 
absolue v^ de la sphère en B\ il suffit d'appliquer la formule 

^l = 4^ + vl^' 
On a donc 

vf = vl [sin* 2a + (i +2 sin* a)*]. 
Or 

sin* 2a = 4 sin' a cos* a 
(1+2 sin* a)* = I +4 sin* a -f- 4 sin* a 
4 sin* a cos* a = 4 sin* a — 4 sin* a. 
Ainsi 

v\=vl[i + S sin*^]. (18) 

Détermination du point S le plus élevé dans le premier bond. 
— La direction de la vitesse au point S étant horizontale, 
la composante verticale de cette vitesse sera nulle en ce 
point, et si nous appelons f le temps nécessaire à la sphère 
pour atteindre ce point S, nous aurons 
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Vo cos 2a — gf = o, 



Vo cos 2a 



d'où Ton déduit 

t' = 

9 
Les coordonnées x eiy du point S seront déterminées en 

remplaçant t par la valeur de t' dans les relations : 

X = Vot sin 2a, 



y = Vo/ cos 2a gt* -f" ^ ^ *' 

2 



ce qui donne 



l'î sin 2a cos 2 a 

9 

vl cos* 2a I vl cos* 2a , 
y = â' : h a tg a. 

Et, en remplaçant— par /i et simplifiant, on a : 

if 

X = h sin 4a, (19) 

1/ = a tg a + ft cos" 2a. (20) 

Si Ton se rappelle que OB = a tg a, on voit que la hauteur 
ES du sommet S au-dessus de l'horizontale BM qui passe 
en B est 

SE = /i cos2 2a. (21) 

Remarque. — On aurait encore pu obtenir Tabscisse x du 
point S en cherchant le maximum de la fonction (6), ce qui 
revient à exprimer que l'équation 

— - — r-i X cotff 2a — atga + t/=o 

2VÎ sm* 2a ^ t> \ :t 

a ses deux racines égales. 
On a ainsi 

vl sin* 2a cotff 2a 

.= , 

ou 

xzzzh sin 4a, (19) 

et 

y = a ig et -^ h cos* 2a. 

(A suivre.) 
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SUR UN PROBLÈME GRAPHIQUE 

Par M. Maarice d'Oeafri^e. 



. Le problème que nous avons en vue est classique s'il en 
fut. C'est le suivant : 

Mener par un point donné une droite qui passe par le point de 
rencontre inaccessible de deux droites données. 

Ce problème se présente très fréquemment dans les épures. 
Il est bon de pouvoir le résoudre sans hésitation, chaque 
fois qu'il se présente. Or, les dispositions particulières de 
chaque épure rendent plus commode l'emploi de telle ou telle 
solution. Les lignes déjà tracées sur Vépure^ ou dont on aura 
besoin dans la suite, peuvent, en effet, se prêter plus aisément, 
à la construction requise par telle solution qu'à celle exigée 
par telle autre. 

Il est donc avantageux de se trouver en possession de 
plusieurs procédés, afin d'appliquer l'un ou l'autre suivant 
le cas. Cette observation justifiera peut-être la publication 
de cette note, extrêmement élémentaire. Il est bien évident 
que la plupart des procédés ici indiqués auront déjà été 
remarqués. Le sixième, pourtant, est peut-être nouveau, et 
son emploi semble devoir être presque toujours le plus 
commode; c'est un peu là ce qui nous a engagé à publier 
ces très simples remarques. 

Dans tout ce qui suit, nous appelons M le point donné, 
D et D' les droites données, A la droite cherchée. 

Première solution. — Par le point M, mener des perpendi- 
culaires aux droites D et D' (pg. 4), La perpendiculaire à 
D coupe jy en A'; la perpendiculaire à D' coupe D en A; 
la droite A est la perpendiculaire abaissée de M sur AA'. Gela 
résulte immédiatement du théorème des trois hauteurs d'un 
triangle. 

Cette solution, remarquablement simple en théorie, présente 




joTjmn'^ï' i>« 



HXtB 
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rinconvénient d'exiger en pratique Temploi de Téquerre (*), 
puisqu'elle comporte le tracé de trois perpendiculaires. Nous 
préférons les solutions ou seule la règle intervient. On aura 
pourtant l'occasion d'appliquer cette solution dans le cas 
assez fréquent où les perpendiculaires menées de M à D et 
à D' joueront un autre rôle daus l'épure et, par conséquent, 
devront être tracées. 

Deuxième solution. — Mener par M des parallèles à D et 
à D' (fig. 2); la parallèle à D' coupe D en A; la parallèle 
à D coupe D' en A'. La droite A est la ligne qui joint le 
point M au milieu de AA', d'après la propriété des diagonales 
du parallélogramme. 

Ici encore l'équerre interviendra. Mais, comme précédem- 
ment, on peut avoir besoin des droites MA et MA' pour l'épure 
elle-même. 

Troisième solution. — Par M, tirer une droite quelconque 
qui coupe D en A, D' en A' (fig. 3), Mener une parallèle 
quelconque BB' à AA", et joindre A à B'; mener enfin MP, 
parallèle à D', jusqu'à la droite AB', puis PN, parallèle à D', 
jusqu'à la droite BB'. La droite A passe par le point N. 

On a, en effet, 

BN _ AP _ AM 
NB' ~" PB' "~ MA' ' 
ce qui prouve que MN passe par le point de rencontre de AB 
et A'B'. 

Même observation que ci-dessus. 

Dans les solutions suivantes, l'équerre n'intervient plus; 
l'emploi de la règle suffit: c'est un avantage incontestable. 

Quatrième solution. — Par le point M mener deux droites 
quelconques AB' et BA' (telles pourtant que le point de 
rencontre de AA' et BB' soit en dedans des limites de l'épure) 



(*) Nous négligeons ici, comme dans tout ce qui suit, l'emploi du compas 
qui serait plus précis. Il est bien rare, en pratique, lorsqu'on a une équerre 
sous la main, que l'on se serve d'un compas pour mener des perpendiculaires 
ou des parallèles. 
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(fy. 4). Par le point de rencontre P des droites AA.' et BB', 
tirer une autre droite quelconque GC Les droites BC et B'C 
d'une part, AC et A'G de l'autre, se coupent en N et en 
sur la droite A. Ces deux points de rencontre N et appar- 
tiennent, en effet, comme le point M, à la polaire du point 
P par rapport aux droites D et D', polaire qui, passant par le 
point commun à D et à D', n'est autre que la droite A. 

Cinquième solution. — Par un point P, pris arbitrairement, 
mener trois droites quelconques (fig, 5) (*) qui coupent res- 
pectivement D en A, B, C et D' en A', B', C. Tirer MA et 
MA' qui coupent GC en H et en H'. Tirer HB et H'B'. qui 
se coupent en N. Le point N appartient à la droite A ; en effet, 
les triangles MAA' et NBB' sont homologiques, GG' étant 
l'axe d'homologie. Donc, la droite qui joint les sommets 
correspondants M et N passe par le point commun aux droites 
A13 et A'B'. 

Sixième solution. — Voici enfin la solution que nous con- 
sidérons comme la plus simple et la plus commode; elle 
n'exige que l'emploi de la règle; on n*a besoin, pour l'appli- 
quer, que de tracer quatre droites. On peut, en effet, supposer 
qu'il existe toujours sur l'épure deux droites quelconques AA' 
et BB' (fig, 6) coupant D et D'. D'ailleurs, le tracé de ces 
deux droites quelconques ne peut être considéré comme une 
complication. Gela posé, on tire MA et MB' qui coupent 
respectivement BB' et AA' en ^ et en a. Les droites Bot et 
A'p se coupent en N sur la droite A cherchée. 

La démonstration est immédiate; Thexagoue BApA'B'aB 
est inscrit dans la conique constituée par l'ensemble dos 
droites AA' et BB'; donc en vertu du théorème de Pascal, 
et numérotant respectivement 1, 2, 3, 4, S, 6 les côtés BA, 
^pt pA', A'B', B'a, aB, on voit que le point M commun aux 
côtés 2 et 5, le point N commun aux côtés 3 et 6, et le point 
commun aux côtés 1 et 4 (droites D et D') sont en ligne 
droite. 

(*) Il arrivera souvent que l'épure conïieadra déjà trois droites coacou- 
Pantes coupant D et D*. 
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Nous ferons observer, en terminant, que les solutions i 
et 2 ne peuvent donner qu'un point de la droite A, tandis que 
les quatre autres solutions en feraient connaître autant qu'on 
voudrait. 



DIVERS THÉORÈMES 

SUH LES PROPRIETES DE LA SOMME d'uN NOMBRE 
ET DE CE NOMBRE RENVERSE 

Par M. Emile liemoine, ancion ëlève de l'Écolo Polytechnique. 



Soient, dans le système de numération dont la base est 
œ. A, B, C, etc., divers nombres (dont le premier chiffre à 
gauche n'est pas zéro, et nous ferons cette hypothèse dans 
tout notre travail). Soient a, 6, c, etc., les nombres respective- 
ment formés par les chiffres de A, de B, de C, etc., lus de 
droite à gauche; nous appellerons a, 6, c, etc., nombres 
renversés de A, B, G, etc. (les premiers chiffres à gauche de 
a, 6, c, etc., peuvent évidemment être nuls); soient N», Nb, 
Ne, etc. ^les nombres formés par les sommes A -f a, B -f- 6, 
C-\-c, etc. 

Théorème I. — Z^a condition nécessaii^e et sufjisantQ pour 
çue Na = Nb, A ^^ B ayant le même nombre de chiffres^ est que 
la somme de deux chiffres à égale distance des eootrémes dans 
A soit égale à la somme des chiffres correspondants dans B; si 
A e^ B ont un nombre impair de chiffres^ il faut de plus que le 
chiffi*e du milieu soit le mêm^ dans A et dans B. 

1® Le nombre des chiffres est pair : 2m. 
En appelant ao, a^, a,, etc., les chiffres des unités, des x*", 
des carrés des a"*, etc., dans A on a : 

A = tto + œ, a, + ... ûD"*-*. Om-i + ixf". a^ + nf^^ a^+i 

+ a?'»-* aa«_i, 

a = 02»-. + aj. a2m-a + • • • • • • • **^''*"* ^«^ 
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et par suite : 

N, = K + fl2m.l) ( I +^"-*) + («1 + a2«-2) X{1+ X^^) 
+ ... (Oni^l + ûm) œ»»-* (l + X) 
OU 

de même 

N5 = Spo""* (6,. + 62m-p-l) X^{l+ X2— 2P-1). 

Il est évident que si pour toutes les valeurs de p de 
k m — i 

on aura 

la condition est donc suffisante. 

Pour démontrer qu'elle est nécessaire, c'est-à-dire que 
(A et B étant deux nombres de 2m chiffres), si N» = Nb, on 
a, pour toute valeur de p comprise de o à m — i : 

ffp + (hm-p-l = ftp "H ^2*11— p-1- 

Nous poserons 

dp ~f" Û2m— p-l ""ftp b2m-p—l = «p", 

on aura alors 

Na — Nb = fco { I + x'^"»-*) + k^xii + a;2'»-i) 

+ . . . A„»^2a;'^Mi + ^') + fcm-i x«-* (1 + ûc), 
ou, en désignant par kj le premier des nombres kp qui n*est 
pas nul : 
N^ — Nb = œ^kj (I + ar»«-^-*) + oJ'+^Ai+i (i + x^-^-^) , 

+ X'^-^km^ (l + 03). (i) 

Si No =?= Nb, le second nombre est nul : donc kj est un 
multiple de x\ mais comme les nombres «j, a^m-j-u ft;» ftim-y-i 
qui outrent dans kj sont des chiflVes, c'est-à-dire sont plus 
plus petits que x, kj ne peut, comme multiple de x, être que 
+ X ou — X. 

Supposons d'abord kj=: -j- x; 
divisons par x' le 2"*® nombre de l'identité (1), elle devient 
oz=kj{i + x^-^-^) + xkj^i (i + x*»-^-?) 
+ ,.. a;«^>-*ft«-i(i +aî); 
puisque i^ = x on a, en désignant par R l'easemble des 
termes qui suivent le premier : 

a;(i + »a^^-*) + R5=;o. (2) 
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Or aucune des quantités Ay+yi, fcy+2, etc., ne peut être plua 
petite que — 2(x — i) : on a donc, en valeur absolue, 
R < œ. 2(x — i) (i + x2'«-^'-*) 4- a;* . 2(aî — i; (i + cc^-^-^) 

+ . . . a?"*-J-*. 2(£C — i) (i + x)y 

ou, toutes réductions faites, ^ 

Cette quantité est évidemment inférieure à a:( i + x^"^^^) ; 
donc ridentité (2) est impossible et kj ne peut être| égal à -f- a;: 
un même raisonnement montre que kj ne peut non plus être 
égal à — X. 

Aucune des quantités fco, fc^ . . . A:„v-i ne peut donc être la 
première qui ne soit pas nulle ; elles sont donc toutes nulles 
et le théorème est démontré, c'est-à-dire que la condition est 
nécessaire. 

2® Le nombre de chiffres est impair : 2m -{- i. Avec des 
notations analogues aux précédentes, en posant 

^ 4" (hm-p — bp — 62m— p = kp 
pour toutes les valeurs de p comprises entre o et m — i et 

•^m — ^m """ Ofn» 

on aura 

N« — N, = fco(i + ^'^) + Mï + ^'""') 
+ ... km^it^-'{i ^x^) + kmX'^{\ +x«). 
11 est évident que si les valeurs de /f,», k^, ft, . . . k^^i sont 
nulles, on aura Na — N^, ce qui montre que la condition est 
suffisante. 

Pour démontrer qu'elle est nécessaire, remarquons que fem 
sera compris entre — {x — i) et + (iJ^+ et que io» ^*i • • • 
A:„v-i seront compris entre — 2(x — i) et -|- 2(0; — i), et appe- 
lons kj la première des quantités k qui ne soit pas nulle. 
Si Na = Nb, on aura comme précédemment 

o = kj{î + x^^^) + A;y+ix(i -f- .x^«-^-2) 

kj doit donc encore être soit + ^^y soit — x*. 

Par conséquent si nous démontrons que, en valeur absolue, 
on a toujours 

x(i + ac2«-^) > 2{x — i)a(i -f- a^"-^-2) 
-|- • . . 2(x — i)a;"*"-^"-*(i + ^*) + 2(^ — i)»*^-^, 
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il sera établi que Tidentité Na ■= N5 ne peut avoir lieu que 
lorsque fc© = 0,^1= o, fc, = o, etc. 

Or, toutes réductions faites, le second membre de Tinégalité 
précédente devient 2a;(cc^'""^*~* — i), ce qui est évidemment 
toujours inférieur à a;(i + a^'""^^). 

La condition est donc nécessaire. (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait dune lettre de M. d'Ocagne. 

... J'ai, dans mon Mémoire sur les transformations centrales 
des courbes planes (Mathesis^ 1884, pp. 73 et 97), donné une 
construction du centre de courbure dans Thyperbole équi- 
latëre que je vais indiquer ici, en me reportant à la fig, 60 
(p. 29 du numéro de février) de votre Mémoire : Si la perpen- 
diculaire élevée en au rayon vecteur OM coupe la normale Mo) 
au point N, on a Mu) =■• NM. 

Ce qui fournit une construction bien simple du centre de 
courbure w. 

Rattacher Tune à l'autre nos deux constructions serait 
peut>-être pour vos jeunes lecteurs le sujet d'un exercice 
assez intéressant... 



QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS 

{Suite, voir p. 16.) 



3. — Déterminer a, b, c de façon que le polynôme 

X* + 5x* + ^^* + bx + c, 
soit divisible par 

(x^ — (x+ 3). 

Le diviseur proposé étant du troisième degré, le quotient 
est un diviseur du premier degré de la forme a? + X. Écri- 
vons donc 
ûc* + 5 ûc' + aa?» + to + c =: {x^ _ r) (a: + 3) (x + A). 
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En égalant, do part et d*autre, le terme en oc? on ti^ouve 
d'abord X = 2 et Ton a 
x* + 5 x' +»x« +- 605 -f- c =: (x* — ï) (oî 4. 3) (a? + 2). 

On peut alors, pour déterminer les inconnues a, ft, ô, effec- 
tuer le calcul indiqué; ou bien, si Ton préfère, donner à a? 
des valeurs particulières très simples : o, -j- î, *-*- î, on 
trouve sans effort, par Tune ou l'autre de ces deux voies^ 

0=5, 6 = — 5, c = — 6. 

4. — Lku des points tels que la somme de leurs distances à 
un point fixe et h une droite fixe A soit constante et égale à h. 

Le lieu est une parabole ayant pour foyer et pour direc- 
trice une droite A', parallèle à A, située à une distance h 
de A et dans la région à laquelle appartient le point 0. On 
peut, à propos de cette question, chercher le lieu des points 
tels que la somme de leurs distances à un point et à une 
circonférence fixes soit constante; ce lieu est évidemment 
une ellipse. 

5. — Quelle est la progression arithmétique dans laquelle les 
sommes des n premiers termes est toujours égale à 411^ ? 

C'est la progression 

4, 12, 20, 28, . . . 
On la trouve en raisonnant ainsi. Soit Sn la somme des 
n premiers termes 

Wi> U29 . . . Un , 

de la progression inconnue. 

On a 

Sn — 4n\ 
et par conséquent 

Sn-i =4(n — i)«; 
d'oîi 

Sn — Sn-i =Un =4(2n.— l). 

On observera que cette méthode s'applique à l'énoncé plus 
général dans lequel on propose de déterminer une suite 
sachant que la somme de ses n premiers termes est exprimée 
piar 

an* + P^> 
a> § étant des constantes données. 
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6. — En désignant par "p et q deux entiers positifs, trouver 
pour X = I , la valeur de l'expression 

pxP^q~(p + q) x^ + q 

(x-i)« 

Le numérateur s^annule pour x= i; s*il n'est pas divisible 
par (x — i)*, la valeur demandée est infinie. Mais, en 
effectuant la division, on trouve que le quotient est 

+ 9pX«*~* + <l(P — l)x^^ + . . . + î« 205 -f g. I . 

Pour 05 = I , la valeur demandée est 

p(i + 2 + . . . + 9) + g(i + 2 + . . . -}- p— i), 
ou 

P9(P + 9) 



9 

7. — Etant données les sommes S^ et S, de* termes des deux 
progressions géométriques indéfiniment décroissantes 

S,= i+Qi + Of+ ... 
S, = I + Q, + 01+ . • . 

trouver la somme S^,, des termes de la progression géoitu'lrique 

Si..=:i +QiQ,+ QÎQi+... 

Les formules connues 

donnent immédiatement 

Plus généralement, si Ton considère h progressions géomé- 
triques indéfiniment décroissantes 

o^, Sg, ... S/», 
on a 



"'si:,=('-i)0-c)-0-i)- 

fA suivre.) 
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ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIEE (1885) 

EXAMENS ÉCRITS (•). 




Géométrie descriptive. 

On donne dans le premier dièdre : un point A dont la cote 7a' est de 
19""", l'éloignement aa = Sa""» ; un point G dont la côte yg' = 53""», l'éloigne- 

ment yg = 48""", et dont la distance au plan de profil 
de A vers la droite est de 52"". La droite AG est une 
diagonale du parallélipipède rectangle dont une face 
est horizontale; une autre, parallèle au plan vertical; 
trouver : 1» les projections du parallélipipède; 2* celles 
de la sphère qui lui est circonscrite. — Par les milieux 
M» N, P des trois arêtes DH, BC, EF on fait passer un 
plan; trouver les intersections de ce plan avec le 
parallélipipède, avec la sphère et les vraies grandeurs 
de ces sections. — Pour la mise à l'encre, on supprimera la portion de la 
sphère située au-dessus du plan sécant; et la portion du parallélipipède 
située au-dessous. (12 juin — 1 h. 1/2 à 4 h.) 

Lavis. 

Laver soit à teintes plates superposées, soit à teintes fondues, la projection 
horizontale d'un tronc de cône d^e révolution plein reposant par une base sur 
le plan horizontal. 

Les dimensions sont : rayon de la base inférieure 8""*, rayon de la base 
supérieure 3*"*. Les rayons lumineuT sont parallèles à une droite dont les 
projections font des angles de 45<* avec la partie gauche de la ligne de terre. 

(13 juin — 1 h. 1/2 à 4 h. 1/2.) 



CONCOURS GÉNÉRAUX (^*) 



CLASSE DE PHILOSOPHIE (PARIS) 

Mathématiques . 

On donne un cercle et lin point G intérieur à ce cercle. !<> Démontrer 
qu'il existe une infinité de triangles ABC inscrits dans ce cercle et tels que 
les médianes de chacun d'eux se coupent en G. 2» Trouver le lieu géomé- 
trique des milieux des côtés des triangles ABC. 3» Examiner si, pour toutes les 
positions de G, on peut prendre un point quelconque de la circonférence 



(*) Voyez pour les autres questions Journal 1885, p. 184. 

(**) Ces énoncés nous ont été communiqués par M. Bordage, professeur au 
collège de Nantua. 
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comme sommet d'un des triangles ABC. Quand il en est autrement, déter- 
miner l'arc du cercle sur lequel sont alors situés les sommets des triangles 
ABC. 4* Démontrer que la somme des* carrés des côtés des triangles ABC a 
une valeur constante. 



TROISIÈME (PARIS) 

I. — On donne sur une circonférence deux points flxes A et B que l'on 
joint à un point quelconque M de la circonférence et du centre on mène 
sur MB la perpendiculaire OK, qui, par sa rencontre avec MA, forme le 
triangle MRP. On propose de déterminer les lieux géométriques quedécriveni: 
1» le point de rencontre des médianes; 2» le point de rencontre des bissec- 
trices ; 3" le point de concours des hauteurs ;4'* le centre du cercle circonscrit 
du triangle MKP, lorsque M se déplace sur la circonférence 0. 

II. — On trace deux cercles .ayant pour rayon 2 décimètres et dont les 
centres et 0' sont distants de 2 décimètres, et on demande de calculer la 
surface de la partie OAO'B commune à ces deux cercles. 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 



CERTIFICAT F APTITUDE 

Mathématiques. 

Une sphère de rayon R et un cône droit dont le rayon de base z= R et la 
hauteur 2R, sont posés sur un plan F, le cône reposant sur sa base ; on coupe 
les deux solides par un plan Q parallèle au plan F, situé à une distance x 
dn plan F. — 1" Déterminer x de façon que les sections faites par le plan Q 
dans les deux solides aient la même surface. 2* Déterminer x de façon que 
le volume du tronc de cône compris entre les plans F et Q soit égal à n fols 
le volume du segment sphérique compris entre ces mêmes plans. — Pour 
quelles valeurs de n le problème est-il possible? 



AGRÉGATION 

1" Mesure du parallélipipède. 

2» D'un point F pris sur le prolongement du diamètre AB d'une demi- 
circonférence de rayon R, on lui mène une tangente PC et l'on fait tourner la 
figure autour de la droite ABP. La droite PC engendre l'aire latérale d'un cône 
et l'arc ^BC engendre une zone. On demande à quelle distance de il faut 
prendre le point F pour que le rapport de l'aire latérale du cône à l'aire de la 
zone soit égal à un nombre donné m. Le problème est-il toujours possible, 
quelle que soit la valeur attribuée à m? 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES 



ACADÉMIE DE MONTPELLIER 

Juillet 1885. 

1" — Élablir la relation sin' x + cos' x = i, 
%" — Calculer, en fonction de sin 2X les expressions 

sm X + cos X, ". — H -— , -r-t-— 4- 



sin X cos X sin^ x cos' x 
30 — Trouver les maxima ou les minima de ces expressions quand x reste 

compris entre zéro et — . 

Novembre 1885. 

Résoudre un triangle, connaissant deux côtés ainsi que la somme, ou la 
différence, des cosinus des angles opposés à ces côtés. 



ACADÉMIE DALGER 

6 juillet 1885. 

Un triangle équilatéral ABC, de 5™82564 de côté, tourne autour d'une 
droite AX, située dans son plan, passant par son sommet A et faisant avec 
AC un angle de Se. Calculer la surface engendrée par son périmètre et le 
volume engendré par son aire. 

— On donne une circonférence et un angle au centre et on demande de 
mener entre les côtés de cet aagle une tangente de longueur minimum. Déter- 
miner le point de contact. 

— - Abaisser une perpendiculaire d'un point donné sur une droite donnée. 
Construction et théorie. 



ACADÉMIE DE BESANÇON 

20 juUlet 1885. 

On donne un rectangle ABCD dont les dimensions sont AB = a, BC = 6. 
On prend sur DC et sur le prolongement de BC deux longueurs égales DÉ, 
CF que Ton désigne par x. Déterminer x de façon que le volume engendré 
par le quadrilatère AEFB tournant autour de AB soit égal au volume engen- 
dré par le rectangle ABCD tournant aussi autour de AB. Conditions de possi 
bilité du problème. Peut-on interpréter les solutions négatives? 

21 juillet 1885. 

On donne une droite AB et deux points A et B sur cette droite. En ces 
points on élève à la droite les perpendiculaires AA' et BB'. On prend un 
troisième point 0, sur AB entre A et B. Ce point est le sommet d'un angle 
droit qui tourne autour de ce point comme pivot. Les côtés de cet angle coupent 
AA' et BB' en M et P. On demande d'étudier la variation de la somme 
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AM -f BP; de trouver son minimum et de calculer par les tables de loga- 
rithmes l'angle f que forment les droites OP et AB dans la position qui 
répond au minimum. On prendra pour le calcul OA = 1295", OR = 845*. 

22 inUlet 1885. 

I. — Transformer l'expression 



yx^ + a? + X — yj2X^ -\- X^ -{• 2X 

en une autre qai ne contienne que deux radicaux simples. 

II. — Soit un rectangle ABGD. Sur DC comme diamètre on décrit le demi- 
cercle DEC à l'eitérieur du rectangle. On considère la Ogure limitée par le 
demi-cercle et les trois côtés DA, AB, BG du rectangle. Déterminer AB = Xj 
BC = 1/ de façon que le périmètre de la figure considérée soit égal à p et 
sa surface égale à k^. Conditions de possibilité. Distinction des cas où il y 
a une ou deux solutions. Quelle relation faut-il établir entre p et A; pour que 
le rectangle se réduise à un carré ? 

23 juillet 1885. 

On donne une droite D et deux points P et Q; par la droite et ces deux 
points on fait passer deux plans qui forment un dièdre dont on demande les 
plans bissecteurs. Données : les points P et Q sont sur -la ligne de terre, 
Pa = I, a'6 = 5, 6Q = I, aa' = 4, hb' = 4. 

24 juillet 1885. 

Sur une droite AB de longueur a on prend un point M à la distance AM = x» 
On construit a^ec A M le triangle éqoi latéral AMN, puis on élève en N la per- 
pendiculaire NP sur MN et en B la perpendiculaire BP sur AB. Calculer la 
surface du quadrilatère ANPB. Cette surface passe-t-elle par un maximum 
oa par un minimum quand M se déplace entre A et B ? 

25 julUet 1885. 

Couper une sphère de rayon a par deux plans parallèles de façon que l'aire 
de la zone correspondante ait une valeur donnée, représentée par iica6 et 
qoe le volume du segment sphériquo compris entre ces deux plans parallèles 
soit maximum. 



QUESTION 101 (*) 

Solution géométrique par M. A. Fitz-Patrick, élève de mathématiques 

élémentaires au Lycée de Poitiers. 



Sur la bissectrice de Vangle droit d'un triangle ABC rectangle 
^ k^on prend un point M ; soient D le point où la bissectrice 
rencontre ^hypoténuse, P la projection de M sur le côté AG. 
Déterminer le point M de fa^on que les aires des triangles BMD 
ei MPC aient une somme donnée. 



(*) Voyez une solution algébrique (Journal, p. 44). 
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On doit avoir 

MBD + MPC = S, 
ou en observant que 

MBD = ABD — ABM, 
ABD — ABM + MPC = S; 

ce qui peut Vécrire 
E.— .\ ABM — MPC = ABD 

— S = m*, 
puisque le triangle ABD 
est connu. 
Or 

ABM = i AB X MO 

2 

= -ABxAP, 

2 



MPC = i PC X MP == -PC X AP; 

2 2 




AB X AP — PC X AP = omS 
AP(AB — PC) = 2m». 



donc 

ou 

Mais 

PC = AC — AP; 

d'où, en substituant dans Tégalité précédente, 

AP (AB — AC + AP) = 2m\ 

On est donc ramené à construire deux lignes connaissant 
la somme et le produit de leur- mesures. 

La longueur OP une fois déterminée, on aura facilement 
le point P et enfin le point M cherché. 



QUESTION 141 

i^lation par M. Lucien Lévt. 



Construire un triangle sachant que la bissectrice coupe deux 
circonférences données sous des angles donnés et que les sommets 
opposés sont (*) les centres des deux circonférences, 

(*) L'énoncé renfermait une erreur qui se trouve ici rectifiée et que M. Filz- 
Patrick nous a signalée. 



-H 
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MeDons une corde CD faisant avec la première circonfé- 
rence le premier angle donné a, c'est- à-dire faisant avec 
la tangente, à son extrémité G, Tangle a. Puis décrivons une 
circonférence concentrique à la première et touchant la corde 
CD. La bissectrice du triangle à construire sera évidemment 
tangente à cette circonférence. Elle sera, de même, tangente 
à une seconde circonférence de centre 0' et construite d'une 
manière analogue : elle sera donc une tangente commune à( 
deux circonférences connues. Le sommet du triangle se trou- 
vera à rintersectipn de cette tangente avec la droite qui 
joint le centre d'une circonférence au symétrique du 
centre 0^ de l'autre circonférence par rapport à cette tangente. 

Discussion. — La bissectrice pouvant être extérieure ou 
intérieure, la discussion est ramenée à celle des tangentes 
communes à deux circonférences. La seule circonstance 
spéciale au problème actuel est que, dans le cas des circon- 
férences égales aux deux tangentes communes intérieures, 
ne correspond aucune solution. 

Nota. — Autres solutions par MM. Bordage, professeur au collège de 
Nantua; Vigarîé, élève exteroe à l'École des ai ines; Huré (Jules), du collège 
de Montargis ; Fitz-Patrick, élève au lycée de Poitiers. 



QUESTIONS PROPOSEES 



• 206. — Démontrer que si les côtés 6, c d'un triangle et 
l'angle compris A, vérifient la relation 

6 = 4c cos ( 3o® -r -" ) cos ( 3o® — — J : 

1® l'angle A est le double de G; 2^ les côtés a, b, c vérifient 
l'égalité 

a* = c{b + c); 
on pourra déduire (par des considérations géométriques) cette 
seconde propriété de la précédente. 

(G. L.) 
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207. — Résoudre les équations Jt-#jf-t2i>ç 

a{xy + yz + zx) = xyz, ^^Ti-^^x-^Y 
y^x* + js«y« -j- x^z^ = 2xys (û5 + j/ + 2), ^^^^ 
a{x + î/ + 5j)* = 4œyz. 
On vérifiera qu'elles admettent six solutions et que ces so- 
lutions sont réelles, (G. L.) 

^ 208. — Soient deux cercles A, A' tangents au point M; 
par M, on mène une transversale mobile qui coupe A en A 
et A' en B. La perpendiculaire élevée à AB au point B et la 
tangente à A en A se coupent en G ; si du point G on abaisse 
une perpendiculaire sur la ligne des centres, on obtient une 
droite qui rencontre AB en I. 
Le lieu du point I est une circonférence. (G. L.) 

209. — On considère deux droites parallèles A, A' et un 
point fixe 0. Par 0, on trace une droite qui rencontre A en A, 
A' en A. On élève alors au point A.' une perpendiculaire à AA' 
et Ton prend sur cette perpendiculaire Al = OA. 

Démontrer que le lieu du point I est un système de deux 
droites, quand on fait tourner OAA' autour du point 0. 

On suppose, bien entendu, que la longueur OA est portée 
sur la perpendiculaire dont il est question ci-dessus, dans les 
deux sens. (G. L.J 



Nota. — La question 167 dont nous avons publié une solution (p. 46), a été 
également résolue par MM. Bourdier, du Lycée de Grenoble, et Henri Martin, 
du Lycée Condorcet. ^ 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE GHAIX. 
RUE BBEOBRE, 20» PARIS. — 3900 6. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉHBNTAIBES 73 



PROBLÈME DE MÉCANIQUE 

Por M. Éd. (Snillet* professeur au Lycée d'Avignon 

[Suite, voir p. 49.) 



Etude du deuxième bond. — En appelant, comme 
nous Tavons fait, v^ la vitesse en B' et a' l'angle de la normale 
B'N' avec la direction de la vitesse v^ après le choc en B', 
les calculs et les raisonnements seront identiques à ceux que 
nous avons faits pour étudier la trajectoire parabolique 
BSB'. 

Prenons pour nouveaux axes de coordonnées O'X et O'B' ; 
nous aurons 

l'x = V, sin (a + a') ' ) 

Vy = v^ cos (a -{- x) — gt ) ^ ^ 

X = v^t sin (a + a) \ 

y =z vj cos (a + a') ~ gt^ + {a — x,) tg a. ( ^^^^ 

En désignant par K la hauteur de chute capable de donner 
à la sphère la vitesse t;, , on a 

ou 

h'=^ (i +8sin«a), 
2g 

c'est-à-dire 

h'z=h{i +8 sin* a). (24) 

Eliminant t entre les équations (23) on aura la relation 
qui lie les coordonnées d'un point quelconque de la deuxième 
courbe B'S'B" : 

y = X cotg (a + a') - ,,. J."^^ ^ ^,^ + {a- X,) tg a. (25) 

Si nous appelons x^ et î/» les coordonnées du point B' 
où la deuxième trajectoire rencontre la droite BX, nous 

JOURNAL DE MATH. ÉLéM. 18S6. A 
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avons 

«, =x. cotg i.+ .')-—^,^^^-^^ +(a-a.0tg«.(26) 

D'autre part, les triangles semblables OBX et 0"B^ 
donnent 

y« _ a — x^ — a\ 
a tg a a ' 

d'où 

y, = (a — iCt — œ^} tg a. (37) 

Portant cette valeur de y^ dans Téquation (26), on a 

-a-, % a = X, cotg (a + a) - ,,. ^J''^l _^ ^.^ : 

OU, en siniplifiant et es faisant disparaître la solution œ^ = o^ 
qui correspond au point de départ B' : 

x^ = - — sin* (a +*') [cotg (a + »'; + tg a]. 

il 

Or 

COS OL 

cotg (a + Qc ) + tg a = -: — ; ; 

de sorte qu'il vient 

2v\ sin (a + *') COS a' 

gr cos a 

et enfin 

X, = 4^' sin (a + a'). ^^^. (28) 

cos a 

L'ailleurs 

sin (a + a ) cos a = sin a cos* a -f" cos a sin a' cos a ; 
Et de la relation 

tg a = 3 tg a 

on déduit : 

, 3 sin a 

sin a = 



cos a = 
On peut donc éc ire 

"^'"^ 1+8 8in« a 



VT 


+ 8 


sin* 


a 




cos 


a 




VT 


+ 8 


sin* 


a 


ï6h' 


' sin a 


cos 


« 



/' > 
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et, si Ton tient comple de la relation (24), on a 

X, = i6h sin a cos a (29) 

ou 

x, =: Sh sin 2« (30) 

Remauque. — La comparaison des formules (30) et (It) 
montre que 

a?, = 20?!. (31) 

Durée du deuxième bond. — Si nous appelons /, la durée du 
deuxième bond, le chemin horizontal parcouru étant x^, on 
calculera t^ à Taide de la formule 

X -= r,/ sin. (a -|- a'), 
dans laquelle ou remplacera l par /, et x par x^. On eu 
déduit 

* Vi sin (a + a) * 

Or 

sin (a -f- a') = sin a coj? a' + ^^^ *' cos a, 

c'est-à-dire 

, , ,, 4 sin a cos a 

sm (a + a ) == — l 



y/i -+- 8 sin* a 
On aura donc, en remplaçant x^, v^, et sin (a -|- a) par 
leurs valeurs, en fonction des données : 



et puisque 



', 


4h 


h: 


~2S ' 


tt- 


9 



il vient 

2y« 

m 

Remarque. — Si nous comparons les formules (32)- et (f3», 
BOUS voyons que 

i, = /„ 
c'est-à-dire que le deuxième bond est effectué dans le môme 
temps que le premier. 

Amplitude du deuxième bond, — Le trapèze rectangle O'B'B^O" 
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donne 

B'B'= "^ 



cos a 
On a donc, en désignant par A' l'amplitude du deuxième 

bond, 

i6h sin a cos a 

A = 

cos a 

ou 

A' = i6h sin a., (33) 

Remarque. — La comparaison des formules (33) et (14) 
montre que 

A' = 2A, (3*) 

c'est-à-dire que la deuxième amplitude est double de la 
première, comme le prouvait d'ailleurs Tégalité 

puisqu'on a 

--=--- z= cos a. 
A A 

(A suivre.) 



DIVERS THÉORÈMES 

SUR LES PROPRIÉTÉS DE LA. SOMME d'uN NOMBRE 
ET DE CE NOMBRE RENVERSÉ 

Par M. Emile liemoine, ancien élève de l'École Polytechnique. 

[Suite et fin, voir p. 60.) 



Problème I. — A étant un nombre de n chiffres écrit dans 
le système dont la base est x, trouver combien la somme A + a 
= Na peut avoir di valeurs différent'is lorsque A varie dex°"' 

Na = {ao + a„_i) (i + .T"-*) 



J 
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Si 71 est pair = 2m, il y aura évidemment m termes dans 
le second membre. 

Si n est impair = 2m -f- i» il y en aura m -\- i a cause du 
terme 2a^x^, 

Pour avoir toutes les valeurs possibles de N» il suffira de 
donner dans (3) aux coefficients toutes les valeurs dont ils 
sont susceptibles et de les combiner de toutes les manières 
possibles : car chaque combinaison différente donnera une 
valeur différente pour N^ d'après le théorème précédemment 
établi; or 

Oo + flfn-ipeut prendre les 2 (ce — iWaleurs i, 2,... 2(0?— i). 

fli -f- ^n-2» «ï + «ii-3> etc., peuvent prendre les 2(0; — i) + i 
valeurs o, 1,2,... 2(0? — i). 

Si n = 2m+i, le chiffre a^ ne pourra avoir que les a; valeurs 
0, I, 2 . . . (x — i); le problème a donc sa solution dans le 
théorème suivant. 

Théorème II. — Le nombre total des valeurs différentes 
que peut prendre Na, A ayant n chiffres, est 

2(x — i) (2x — I )"*•"* si n = 2m 
ou 2x(x — I (2x — i)™-* si n = 2m +1. 

Remarque I. — Si n est pair, N„ est toujours divisible 
par .T + I . 

Remarque II. — Le théorème II a lieu quelle que soit la base 
X, même pour x = 2. 

Parmi les nombres écrits dans une même base il en est 
pour lesquels A = a ; il faut et il suffit pour cela que les chiffres 
à égale distance des extrêmes dans A soient égaux deux à 
deux ; appelons de tels nombres, nombres symétriques. 

Problème II. — Combien y a-t-il de nombres symétriques 
parmi les nombres de n chiffres ? 

1<» n = 2W. 

Les chiffres de A sont : 

a 09 ^1 • • • ^m— 1» ûm— 1 • • • ^l> ^0» ' 

tto ne peut avoir que les x — i valeurs i, 2, 3 . . . {x — i), 
tous les autres peuvent avoir les x valeurs o, i , 2, 3 . . . (a; — i ). 
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Il y aura done autant de valeurs diffërenles pour A qu'il y 
aura de nombres de m chiffres (tous les chiffres pouvant être 
Tiuls §auf le premier), c'est-à-dire 

x'^-^ix — i) 

2» n ;= 2W 4- I • 

Les chiffres de A sont : 

Qq ne peut avoir que les a? — i valeurs ï, 2, 3, . . . (.x — 1), 
Lous les autres peuvent avoir les a? valeurs o, i,2,3, ... (ce — i). 

Comme a^» peut avoir x valeurs, le nombre de nombres 
symétriques de 3W + l chiffre est doue x fois le nombre 
de nombres de m chiffres (tous les chiffres pouvant être nuls 
sauf le premier), c'est-à-dire d'après ce qui précède 

X . x'^^ix — i) ou {x — i)x^ , 

Ainsi, dans le cas de n pair il y a 

{x — i).a; 2 nombres symétriques de n chiffies. 

Dans le cas de n impair il y a 

n— 1 
(x — i)x 1 nombres symétriques de n chiffres. 

Problème III. — Trouver combien il y a de n<ombres symé- 
triques entre 1 et x**. 

En cherchant combien il y a de nombres symétriques de 
un chiffre, de deux chiffres, etc., de n chiffres et faisant la 
somme des résultats trouvés, l'application des formules pré- 
cédentes donne pour ce nombre 

2(0^ -^ i), si n = 2m 
•t 

aa"* 4" ^"*'"* — 2» si n =3= 2m — i . 

Remarque III. — Si au lieu de considérer la somme A -f- <^ 
nous considérons la différence A — a, nous pouvons faire 
une étude tout à fait analos^ue qui se déduira du théorème 
suivant. 

Théorème III. — Si k et ^ ont le même nombre de 
chiffres et que la différence de deux chiffres à égale distance 
d^ extrêmes dans A soit égale à la différence des chiffres cor- 
respendants dans B, on aura A — a = B — . b, e^ réciproque- 
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menl; si A ûl 13 ont un nomh^e impair de /^ki/f^es^ il faut de pius 
que le chiffre du milieu soit le m^me dans A. et dans B. 

Remarques dans le système de numération dont la base 
est dix. 

I. La plus petite solulion de l'équation indéterminée 

A -f" û = H* est A = 29. 

II. — La plus petite solution de l'équation indéterminée 

A — a =1. H* est A = 10. 
IIL — L'on établit assez vite par une vérification raisonuéo 
que pour aucun nombre A de deux chiffres Ton a 

A* + a« = H« 
et que 65 est le seul nombre de deux chiffres tel que 

A* — a« = H». 
On a en effet 

65^ — 5^' = W. 
Les problèmes généraux d'oii proviennent ces remarques 
ne paraissent pas d'une solution facile. 



L'OMNIFORMULE DE CUBATtIRE 

Par M. Casimir Rey. 



1. — L'évaluation des formules usuelles est si nécessaire, 
que les géomètres ont multiplié avec raison I^b procédés 
fournissant le plus rapidement les cubatures fonda hien taies. 
Mais on est surpris de trouver encore dans les ouvrages clas- 
siques (*) tous ces procédés isolés les uns des autres, sans 
lien apparent, quand ils se cohdejiseiit en deux formules 
bien simples qui sont : 

i® Uomnifortnule de cubalure (voir note V, § 82); 

2° La formule dite de Guldin, 

H nous semble que cette condensation généraliserait les 
idées, régulariserait et diminuerait les efforts de mémoire. 



, (*) Dans une thèse présentée à la Faculté de Paris ( Oe$ Qua^ralurêg, 
JiiiUet 1868), M. Pujet, après avoir établi le théorème suivant : Le volume du 
solide compris entre deux plans parallèles e t une surface réglée quelconque esl 
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2. — Définition de romniformule (voir note V, § 32). 
— Un volume quelconque V peut être considéré comme 
limité par deux plans parallèles y déterminant des bases B, b 
différentes de zéro ou nulles et par une surface latérale pas- 
sant par le périmètre des bases. 

Soit h la distance des bases, B' la section faite dans le 
volume par un plan cquidistant de ces bases; dans les cas los 
plus usuels, la mesure du volume est donnée par la formule 

que nous proposons de nommer Vomniformule, à cause du 
grand nombre de ses applications. 

3i — Nous supposons démontrées les formules classiques 
servant à évaluer le volume du prisme et celui de Idi pyramide . 

4. Lenune. — Soit : la pyramide quadrangulaire S AG k!G' 
à base trapézoïdale AG G' A' ; A^G" la parallèle équidistante 
de AG et A'G' ; G'D la distance de G' à la section triangulaire 
SA"G\ 

Le triangle A"G"G' est le quart du trapèze AGG'A'; donc 
la pyramide SA"G"G' est le quart de la pyramide SAGG'A.'. 

Or la pyramide SA"G"G' a pour mesure 

SA'G^xV; 



égal à la somme des vohtm^es des trois cônes ayant pour hauteur commune la 
demi'distanre des bases parallèles, et pour bases respectives: Vun, la base infé- 
rieure; l'autre, la base supérieure; et le troisièms^ quatre fois la section moyenne, 
théorème qui est la traduction de ce que M. Rey appelle, dans la présente 
note, Vomniformule, dit (p. 55) : 

a Cette démonstration tout élémentaire d^an théorème très général pourrait 
être introduite dans l'enseignement, et l'on en déduirait très aisément les expresr- 
sions connues du volume du tronc de pyramide et du volume du tronc de 
prisme, ainsi que le cubage des mètres de pierre, fossés ou tombereaux. On 
pourrait également l'appliquer au cubage des troncs d'arbres et des tonneaux. » 

Enfin M. Pujet, dans la thèse citée, l'applique au volume du segment sphé- 
rique. 

Le vœu qu'exprime ici M. Rey a donc été formulé déjà très explicitement, 

y a une vingtaine d'années ; Tomniformule est aujourd'hui très connue 
(voyez : Rouché et deComberomse. Traité de Géométrie, 4« édition, § 656 ; Voc- 
quant. Cours de Géométrie élémentaire, § 659. Voyez aussi les traités detachy- 
métrie où la formule en question se nomme règle des trois niveaux; expres- 
sion plus imagée et qui nous paraît préférable) et on l'enseigne dans la plupart 
des cours. 11 lui reste, il est vrai, à pénétrer dans les programmes. G. L. 
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donc la pyramide SAGG'A.' a pour mesure 

4SA"C' X ^ • 
:» 

Remarques. — Si A' coïncide avec G', le lemme continue à 
être vrai. 
— Les distances de A, G, A' à SA^G' sont égales à G'D. 

6. Théorème fondamental. — Vomniformule est vraie 
pour tout volume Y à bases parallèles et à face^ trapézoïdales 
ou triangulaires. 

Soit V le volume AGDFA'G'E'F'; A'G'D'E'F la section B' 
équidistante des bases B, h ; 00' la hauteur h divisée en deux 
parties égales par le point S de la section B'. 

Les triangles (non tracés pour ne pas surcharger la figure) 
SAC, SGD, SDF, SFA et SA'G', SG'E', SE'F', SF'A' décom- 
posent le volume en ; 

L 

1" Une pyramide SACDF de base B, de hauteur SO = -> 

2 

qui a pour mesure 

JxB; 

o 

2» Une pyramide SA'G'E'F' de base 6, de hauteur SO' = - , 

2 

qui a pour mesure 

^X 6; 

o 

3° Des pyramides SAGG'A', SGDG',SG'DE', SE'DFF,SFF'AA', 
dont, en vertu du lemme précédent, la somme a pour mesure 

4 1 (SA^'G" + SG^D" -I- SD'E" + SET^ + SF'A' = B^ 

car les distances des points G', D, F à la section B' sont 

égales à -• 

2 

On en conclut 

V =^ (B + 6 + 4B'). 

Remarque. — Si 6 était nulle, le théorème ne cesserait pas 
I d'être vrai. 

JOURNAL DE KATU. ÉLÉM. 1885 4. 
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6. Corollaires. — Du théorème précédent il résulte que 
Tomniformule est vraie pour 

1® Le prisme; 

2° La pyramide; 

3® Le tronc de prisme triangulaire considéré comme couché 
sur une de ses faces trapézoïdales lui servant de base B; 

4° Le tronc du parallélépipède considéré comme couché 
sur une de ses faces trapézoïiales lui servant de base B. 

5^ Le tronc de pyramide à bases parallèles; 

6® Les volumes à bases rectangulaires et à faces latérales 
trapézoïdales dont le tas de cailloux, les charrettes, les brouettes, 
les obélisques, etc., présentent des applications. 

7® Les volumes des terrasses ou plaies-formes avec leurs 
talus descendants, des fossés avec leurs talus montants, etc. 

A révaluation des volumes des deux dernières catégories 
exactement donnée par Tomniformule, on applique souvent 
la formule du tronc de pyramide, bien à tort^ puisque les 
arêtes latérales ne concourent pas. 

7. Formules classiques. — Les formules classiques 
relatives à Tévaluation du tronc de prisme triangulaire, du 
tronc de parallélépipède, du tronc de pyramide à bases paral- 
lèles se déduisent aisément de Tomniformule. 

Afin de ne pas allonger notre article outre mesure, nous 
laissons au lecteur le soin d'en faire la vérification. Ces 
formules classiques sont évidemment préférables à Tomnifor- 
mule : car, dans les applications, elles présentent moins de 
données à mesurer directement. 

8. Cylindres, cônes, troncs de cône à bases 
parallèles dont les bases sont quelconques. — 

L'omniformule leur est applicable, car ils sont les limites de 
prismes,.de pyramides, de troncs de pyramide à bases parallèles. 

9. Volume compris entre deux plans parallèles 
et des surfaces latérales planes, cylindriques, 
coniques se raccordant suivant des lignes droites. 

— Un pareil volume est la somme algébrique de voluues 
spécifiés dans les paragraphes précédents, tous compris 
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entre les mêmes deux plans parallèles ; donc Tomniformule 
lui est applicable. 

10. Anneau engendré par un segment circulaire 
tournant autour d'un axe passant par le centre 
de l'arc du segment et situé dans son plan. — Soit 
V le volume engendré par le segment circulaire ADGH 
exécutant une révolution autour de XX'. Si on le considère 
comme compris entre les plans passant par A, G perpendicu- 
laires à XX', ses bases B, b sont nulles, sa section B' équi- 
distante des bases est la couronne engendrée par HD, H 
étant le milieu de la corde AG. 

Soit h la hanteur EF, on a 

V =1 hTz{Oky— 0H«) = I Att X AH» = IttDHx Hiy 

3 5 5 

= I /i7u(DG« - GH») = I AB' = |(B + 6 + 48'), 

puisque B et 6 sont nulles. 

Remarque. — Si le segment générateur devient un demi- 
cercle, Tomniformule donne naturellement 

11. Segment sphérique à bases parallèles. — 

Son volume étant la somme des volumes engendrés par le 
segment circulaire ADGIl et par le trapèze ACFE, l'omni- 
formule lui est applicabl-e. 
Elle donne 

V = ^ 7r(AE^ + GF» + 4DG* - 4HG*) ; 

et si on remplace dans cette expression 4DG* — 4HG* par 
la quantité égale AG% on retombe sur la formule classique. 

12. — L'omuiformule s'applique évidemment aux onglets 
des volumes spécifiés §§ 10 et 11. 

(A suivre,) 
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VARIÉTÉS 



DU MOUVEMENT SCIENTIFIQUE EN ITALIE 

UN NOUVEAU JOURNAL DE MATHÉMATIQUES A ROME — ANNONCE 

Par M. Aristide Marre. 



L'Italie fait des efforts constants et obtient des succès 
remarquables dans toutes les branches de la science contem- 
poraine. L'élan scientifique y est donné de toutes parts et 
à tous les degrés de renseignement. L'Académie royale des 
sciences de Turin, l'Académie royale des Lincei de Rome et l'Aca- 
démie pontificale des Nuovi Lincei, l'Institut royal lombard de 
Milan, l'Académie dessciencesdeNaplés, l'Institut royal véni- 
tien, l'Académie des sciences de Bologne, celles dePadoue, Pise, 
Modène, Palerme, Messine, etc., se livrent à Tenvi à l'étude 
des sciences exactes et de leurs merveilleuses applications. 
Les Universités, les instituts techniques, les gymnases, 
toutes les écoles, grandes et petites, marchent vers un même 
but : la conquête de la science. C'est la science, en effçt, 
qui désormais, dians la paix comme dans la guerre, sera le 
facteur principal de la force, de la grandeur et de l'indé- 
pendance des nations. On le comprend en Italie; c'est pourquoi 
nous assistons en ce moment à ce remarquable spectacle : 
pendant qu'un illustre général, ambassadeur d'Italie en 
France, lit à l'Académie des sciences de Paris un mémoire 
« sur la densité et la figure de la Terre », un étudiant romain 
publie dans une revue belge, la Mathesis, une a note sur 
l'hélice osculatrice », et dans les écoles du peuple on étudie 
le petit livre du professeur Artimini, sur le téléphone et les 
autres instruments électriques. Aussi les statistiques télé- 
phoniques récemment publiées mettent-elles en évidence ce 
fait spécial qui a bien sa signification et sa portée, à savoir 
que l'Italie, moins riche et moins peuplée que la France. 



86 JOURNAL DE MATIIÉ^IATIQUEA ÉLÉMENTAIRES 

compte pourtant un bien plus grand nombre d'abonnés au 
téléphone. 

Chez nos voisins, les mathématiciens, physiciens et astro- 
nomes forment une véritable légion. Qu'il nous soit permis 
de citer ici les noms de MM. Armuzzi, Aschieri, Ascoli, 
Azzarelli^ Bardelli, Bartoli, Battaglini, Basse, D. Besso, 
Beltrami, Betti, Borabicci, prince Balthasar Boncompagni, 
Borgatti, Gagnassi, Ganestrini, Gantoni, Gapelli,Gapitô, Cappa. 
Gardani, Casorati, Cattaneo, Gavalli, Geloria, Gerruti, Césaro, 
Golombo, Gordenons, Gremona, Denza, Emo, Fabri, Faifofer, 
Fambri, Farini, Favaro, Felici, Ferrari, Ferrini, Frattini, 
Formenti, Gastaldi, Genocchi, Giunti, Govi, Grassi, Guccia, 
Grattarola, Jadanza, Lazzeri, Luvini, Maisano, Marangoni, 
Martinetti, Martini, Masoni, général de Menabroa, Mugna, 
Nonnis-Marzano, d'Ovidio, Paci, Padova, Pagliani, Palmieri, 
Pavesi, Pennacchiotti, Pincherle, Pisati, Poncini, Porta, 
Provenzali, Pucci, Puppati, Realis (*), Riccardo de Paolis, 
Riccô, Righi, Roiti, Romanese, Rossi, Rovelli, Ruffini, 
Saccheri, Santini, Scacchi, Schiaparelli, Serpieri, Stefanelli, 
Tacchini, Trevellini, Velloni, Vicentini, Vimercati, Volta, 
Zanotti, etc. 

Les journaux scientifiques ne manquent point aux étudiants 
en Italie; ils tiennent leurs lecteurs au courant des décou- 
vertes des inventions et des travaux publiés dans le royaume 
et dans les pays étrangers. Parmi les principaux, il suffira 
de mentionner le Giomale di Malematiche de Battaglini, la 
Rivista di matematica elemeatare du professeur Gastaldi. le 
Periodico lecnico de Saccheri, la Rivista scientifico-industriale 
de Guido Vimercati, le Bullettino di bibliografia e di storia 
délie scienze matefnatiche e fisiche du prince Balthasar Bon- 
compagni, et pour la physique et la chimie, il Nuovo Cimento. 
A ces diverses revues, il conviendra d'ajouter le Journal de 
mathématiques qui vient d'être fondé, dans l'intérêt de 
l'enseignement secondaire, par David Besso, professeur de 
mathématiques à l'Institut royal technique de Rome, l'auteur 



(*) Enlevé à la science et à l'affection de ses nombreux amis'e 9 février 
ilernier. G. L. 
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de savants travaux sur TAnalyse supérieure, et notamment 
sur les équations différentielles linéaires. Ce nouveau journal 
est intitulé : Periodico di Matematica per V Insegnamento secon- 
dario; il paraîtra tous les deux mois et donnera six livraisons 
par an. Le premier cahier ou fascicule, numéro de janvier- 
février 188(), vient de paraître. Il contient un mémoire sur 
le tétraèdre à faces égales, par D. Besso; la démonstration 
d'une proposition fondamentale de la théorie de Téquivalence 
par A. Faifofer; des exercices pour l'école par D, Besso, 
c'est-a-dire trente cinq questions d'arithmétique et trente 
questions de trigonométrie, et enfin une revue bibliographique 
par G. Frattini. Cette quatrième et dernière partie du pre- 
mier fascicule donne le compte rendu analytique des éléments 
de géométrie de Riccardo de Paolis, professeur de géométrie 
supérieure à l'Université royale de Pise. 

Le prix de l'abonnement au Periodico di Matematica du 
professeur Besso, est de six francs par an pour l'Italie, et 
de sept francs pour les autres États de l'Union postale. Cette 
petite somme devra être adressée directement à M. David 
Besso, via Nazionale. n° 230, Rome. Les abonnés qui voudront 
collaborer au Journal, recevront gratuitement 23 exemplaires 
tirés à part de chacun de leurs travaux. 



NOTICE NECROLOGIQUE SUR S. REALIS 



Ce n'est pas, à proprement parler, une notice nécrologique 
que je me propose de consacrer à la mémoire du savant 
éminent dont j'ai annoncé la mort dans le précédent numéro 
du Journal de Mathématiques spéciales. Je n'ai pas assez, per- 
sonnellement, connu Realis pour retracer, comme il faudrait 
le faire, cette vie tout entière vouée à la science et je connais 
seulement quelques-uns des nombreux et importants travaux 
qu'il a publiés en France et en Italie (*). Je veux seulement 

(•) Une lettre de M. Joseph Realis, que j'ai reçue quand celte notice était 
composée, me danne la liste à peu prèi exfjcte des* notes et mémoires publiés 
par son frère. Cette monographie cjmprend les titrei de ces articles dont 
le nombre est supérieur à cent ! 
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adresser quelques mots d'adieu bien sympathiques à celui qui, 
comme j e Tai dit dans les quelques lignes auxquelles j e viens de 
faire allusion, a collaboré à cette publication et lui a témoigné 
tant de bienveillants encouragements. Cette collaboration a 
été Tobjet, entre Realis et moi, d*un échange de lettres nom- 
breuses; elles m'ont permis d'apprécier toute l'érudition et 
toute l'amabilité de ce profond et charmant esprit. 

Savino Realis était né à Turin, le 18 octobre 1818, d'une 
ancienne et très distinguée famille de Piémont. Son père 
était avocat et passait pour Tun des meilleurs juriscon- 
sultes du barreau de Turin. D'après des renseignements 
que je dois à l'obligeance de son vieil et fidèle ami, M. Genocchi, 
Realis montra de bonne heure un goût très vif pour Tétude 
des sciences exactes. Il fit ses études à l'Université de Turin, 
ou il fut un des brillants élèves des professeurs Plana, 
Bidone, Giulio. ety obtint le diplôme d'ingénieur (1839). C'est 
en 1840 que son père le conduisit à Paris. Il put y poursuivre 
et y compléter ses études, et il garda de ce séjour à Paris 
un souvenir tel qu'il laissait rarement s'écouler une année 
sans venir y passer quelques semaines. Comme le rappelait, 
avec raison, un article paru le dS février dans la Gazette de 
Turin, il aimait bien la France et il aimait bien Paris. Il prit 
part, très jeu G e, à la direction du premier chemin de fer qui fut 
construit dans le Piémont, et depuis cette époque (1843 environ) 
sa vie fut partagée entre l'exercice pratique de l'art de l'ingé- 
nieur et les recherches si profondes et si judicieuses qu'il a 
consacrées à la théorie des' nombres ou à l'analyse indéter- 
minée. Ces notes ou mémoires ont été publiées dans diverses 
revues, notamment : dans le Bullettino du prince Baljhasar Bon- 
compagni, en Italie, et dans les Nouvelles Annales, en France. 
Ici même, ont paru diverses notes et questions qui ont dû 
donner à nos lecteurs une idée, par l'intérêt et la difficulté 
qu'elles présentent, du savoir si étendu du géomètre qui les 
produisait. En m'adressant (le 30 décembre dernier) quelques 
pages qui ont été insérées dans le numéro de février suivant, 
Realis s'excusant du retard qu'il avait mis à me les envoyer, 
me disait : « Le dépérissement de ma santé est la principale 
justification que je puis alléguer pour mes négligences et 
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mon inaction. Pour cette raison, je ne me suis plus guère 
occupé à des travaux suivis, et ce n*est qu'occasionnellement 
qu'il m'arrive de m'appliquer à rédiger quelques notes, 
tirées, comme là petite communication d-jointe, de mes vieux 
brouillons, » 

Je suppose, et la lettre qu'on lira plus loin me paraît 
justifier cette hypothèse, qu'on trouvera dans les vieux 
brouillons dont parle ici Realis une ample moisson de 
pensées judicieuses et de formules pleines d'intérêt; à ce 
propos, on me permettra d'émettre le vœu que, pour le plus 
grand profit de la science, elles ne soient pas perdues ! 

On ne comprendrait peut-être qu'assez imparfaitement la 
teneur de la lettre à laquelle je viens de faire allusion si je n'ex- 
pliquais ici, en deux mots, son origine. J'avais communiqué, 
à cette époque, à M. Catalan, avec l'expression de l'insuccès 
de mes recherches personnelles, le désir de voir se produire 
une démonstration rapide et simple de cette belle et fonda- 
mentale propriété des nombres : lout nombre entier est la somme 
de quatre carrés entiers. C'est à ce propos que M. Catalan 
me renvoya à Realis, qui me répondit la lettre suivante et 
(abstraction faite d'une partie plus personnelle, concernant le 
Congrès de Grenoble) je crois devoir la publier in extenso à 
cause de l'intérêt scientifique incontestable qu'elle possède. 
On comprendra certainement, après l'avoir lue, comment 
on s'attachait, même de loin, à l'homme dont l'érudition 
aimable et sûre vous était si libéralement ouverte, et quelle' 
sympathie cordiale faisait naître en vous le commerce ma- 
• thématique entretenu avec cet esprit supérieur, aussi mo- 
deste que savant. 

G. L. 

«c Turin, 19 septembre 1885. 

(( Cher Professeur, 

« Notre illustre ami et maître aime quelquefois à plaisanter, 
et à railler agréablement son monde ; voilà pourquoi il m'a 
îïiis en cause à propos de votre question sur la décomposition 
des nombres en quatre carrés. Démontrer le théorème deFer- 
iDat (et en général les théorèmes arithmo logiques) au moyen 
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de simples identités, sans s'appuyer sur des consi dé rd tiens 
spéciales aux nombres entiers, cela ne se peut; les identités 
expriment des relations communes à toutes sortes de quan- 
tités et ne donnent que ce qu'on leur a déjà confié implici- 
tement ; elles ne créeront donc pas plus un théorème pure- 
ment arithmologique qu'elles ne produiront une proposition 
de mécanique ou de physique. 

«Les identités sont cependant d'admirables instruments pour 
simplifier le travail intellectuel, et pour faire ressortir les 
conséquences, quelquelois très cachées, des données quç l'on 
possède. M. Catalan le sait mieux que personne, et votre 
excellente Algèbre est là pour montrer Tefficacité ti la portée 
de ce moyen de recherche, quand il est bien employé. Puisque 
nous sommes sur le sujet, et que vous m'en fournissez l'oppor- 
tunité, permettez-moi de rapporter ici 'es formules suivantes, 
que j'avais construites, il y a longtemps, à l'occasion de quel- 
ques tentatives infructueuses touchant la démonstration que 
vous avez demandée à notre illustre maître. 

« I, — Hypothèse : 
x(4X + k) = {x-\- a)^ + {X -j- py + {x + y)^ + {x + ly. 

a Conséquence : 

a* + p» + Y« 4- 8« 



X = 



A: — 2(a -f p + Y + ô) 



^^2 (4^ - fc)' 4 (4P - ky + (4Y - ky + (48 ^ ky 

'r "^ 4 Â?-.2(a + ^+Y+a) 

« II. — Hypothèse : 
(4a; =F I Ko; + &) = (ce + a)* + (a; + p)« + (a; + S)' -f (X + Y )'. 
« Conséquence : 

_ _2 (4Q^±i^' + (4p±i)'+ (4Y± 0' +(45± i)' 
4X+1 — ^. 4A;q= I — 2(a + p -(-Y f 8) 

^ I j^^ (fc-oir + (k-^pY ^(k^yY + (k-Z)^ 

4A:+ I — 2(a + p -l-Y + ^^J 
où les signes se correspondent. 

« m. — Hypothèse : 

;)g =r a^ + p« -f Y* -f 8«. 



— 1 



^^ 
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« Conséquence: 

Ç^ + (a' + ^* + c* + d*)p — 2(ax + 63 + cy +rfô) ' 
_ (aq — g)' + (bq — p .« + (cq — y)» + ((^ — ^)' 

' "~ p + (a« + 6« + c« + rf2)^ — 2(aa 4-bp + cy + dl) ' 
où l'on peut disposer de a, b, c, d k volonté, ces quantités 
étant indépendantes de p et 9, 

« Ce que vous avez demandé à Féminent professeur, si 
j'ai bien compris, c'est une simplification à la démonstration 
donnée par Euler (en substitution de la démonstration diffi 
eile de Lagrange), et introduite, avec modifications, par 
Serret dans la première édition de son Algèbre supérieure (et 
aussi, d'une manière incomplète, par Le Besgue dans ses. 
Exercices d'analyse numérique). Si les formules ci-dessus vous 
paraissent susceptibles d'une application utile pour l'objet 
que vous avez en vue, elles sont fort à votre service. Quant 
à en déduire, sans autre secours, la démonstration complète 
du théorème, c'est vain espoir; je crois pouvoir en dire au- 
tant des autres relations de ce genre que l'on pourrait 
produire. Aussi, je ne me suis plus occupé du théorème en 
question que pour en développer, à l'occasion, quelques con- 
séquences ou quelques propositions complémentaires (V., par 
exemple, lesNouvelles Annales, année 1873, p. 2l2;année 1878, 
p. 381; année 1879, p. 500). 

« Veuillez agréer, cher professeur, l'expression empressée 
de mes sentiments très sympathiques et de haute considé- 
ration. « S. Realis. » 



QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS 

[Suite, voir p. 63.) 



8. — On donne les deux équations 

x' = ax -|- by -f- c» 
y' = ax -f Cy + y, 

qui permettent de calculer x\ y connaissant x et y. 

Trouver les conditions que doivent vérifier les coefficients a, 
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1), c ; a, ê, Y pour que : calculant x" y" au moyen de \' y comme 
on a déduit x' y' de la connaissance d x et d*y, on ait x' = x, 
y' z=:y; et Cfla, quels que soient x et y. 

Les relations 

x' = ax -^ by + c, 

X = ax' + by' + c, 

t/ = our' + py' + r ; 

donnent 

x{a* -j- boL — I ) + 2/^(« -{- P) -{- ac -j- by -\- c = o, 
et 

a'a(a + ?) + y(6a + ^" - i ) + ca + pY + y = o 
Ces deux dernières égalités doivent être vérifiées, quelsque 
soient x et y. On a donc 

o* + 6a — I = G, b{a + ^) = o, oc + ^y -|- c =o, 

*(û + 1^) = o> 6a + p* — I = o, ca + Py + T = o. 
Ces six conditions se réduisent aux suivantes 

I —g' c(i +a) 

L'interprétation géométrique de cette question, posée, nous 
a-t-on dit, aux examens du baccalauréat, à Rennes, est bien 
connue ; et Ton sait comment cet exercice se présente natu- 
rellement quand on veut déterminer les formules générales 
de la transformation homographique en involution. On peut 
vérifier d'ailleurs que les formules que nous venons de 
trouver 

\ x' =ax-{- by -^ c, 
^ (H; f ; I - a» (I +a)c 

donnent bien, pour x' et y", les valeurs x et y qui ont 
servi de point de départ. Il suffit de résoudre les équations 
précédentes par rapport à x et à j/. 

Parmi les formules que l'on peut déduire des précédentes 
nous signalerons les suivantes : 

?y' = (a + 2p)x — (a + p)y. 

(A .suivre.) 
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QUESTION 143 

Solution par M. Paul Bourgarbl, à Aniibes. 



On considère un cercle A et deux diamètres rectangulaires AB 
et CD; d'un point M, mobile sur A, on abaisse une perpendicu^ 
taire MP sur AB. Par le point P, on mène des parallèles aux 
droitesCketCBet 
l'onjoint'SXG. Cette 
droite MG rencontre 
les parallèles en 
question aux points 
Re/ Q. Trouver le 
lieu décrit par le 
milieu de RQ. Ce 
lieu est un cercle. 

Les deux angles 
APQ etAMQ sont» 
tous deux égaux à 
450 ; doue le qua- 
(IrilatèreAPMQest 
inscriptible et par 
suite AQ est per- 
pendiculaire sur 
CM. 

On voit de môme que BR est perpendiculaire sur CM. Si 
(lu point on abaisse une perpendiculaire sur RQ, elle passe 
tout à la fois ; I» par le milieu de RQ parce que est le 
milieu de AB, 2** par le milieu de CM parce que est le 
centre du cercle qui passe par les points C et M. Ainsi le 
lieu cherché est le cercle décrit sur OC comme diamètre. 

Nota. — Autres solutions par MM. Chapron; J.-B. Perrin, maître répéti- 
teur au lycée de Clermont-Ferrand ; Vigarié ; Mazeman, élève au lycée de 
Lille (classe de M. Lefebvre); A. Fitz -Patrick, é'ève au lycée de Poitkrs.") 
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BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 

SPÉCIAL (*) 

(SESSION DE JUILLET 1885) 




MONTPELLIER 

!• On donne un triangle ABC dont les côtés sont : 

AB = 3a BC r^ 6a CA =:: 5a. 
Tioiivpr : 1" \n médiane AD; 2" la distance de cotte niédijne à l'une des 

extrémilé-; du côté BC; 3° cosinus BAC; 
4- sinus BDA. 

2"* On donne deux circonterenees conceotri- 
ques (leurs rayons sont R et r) et une droite 
_\A" OD qui passe par le ceptre commun 0. Ou 
propose de mener une sécante perpendicnlaire 
à ABB'A' OD, de telle sorte que l'aire du triangle 
AOA soit dans un rapport donné m avec l'iiire du quadrilatère OBDB'. On 
prendra pour inconnue la distance OE. 

BORDEAUX 

1* Calculer le volume d'un parallélépipède uctangie, sachant que les trois 
arêtes i^iies d'un même sommet sont eti progression arithmétique, que la 
surface totale est 208"", 9, et que la somme des trois arêtes est 18 mètres. 

2" On donne deux cercles qui se coupent, ainsi quêteurs rayons R et rct 
la distance des centres d. On demande de calculer l'angle sous lequel on voit 
du centre du plus petit cercle la corde commune. 

Application numérique: R = 3256, r = 2460, d = 4245. 

3* Une droite rfncontre la ligne de terre; trouver Tangle qu'elle fait avec 
cette ligne. 

LYON 

Première Série. — 1" Sur les côtés d'un angle droit AOB,on prend 08 = i, 
OA =. 2. Mener par le point B dans le pian de cet angle un axe xy qui ne 
rencontre pus OA, de telle sorte que la ûgure tournant autour de xy^ la 
somme des surfaces engendrées par les droites OA et OB soit égale à une 
(|Uintité donnée S. Conditions de possibilité pour qu^il y ait deux solutions 
ou une seule. 

3 
Applicatiou numérique : S = — . 

2° Les deux traces d'un plan sont, dans l'épure, dans le prolongement 
l'une de l'.iutre, et font avec la ligne de terre un angle de 6o». Trouver 
l'angle que le plan fait avec la ligne de terre. 

(*) Énoncés communiqués par M. Monsallut, professeur au collège de Saiiit- 
Jean-d'Angély. 
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DEUxiàMB sÂRiE. — 1* MesuTO de l'aire de la sphère. 

2* Un ballon de forme sphérique a été gonflé avec Soc"" de gaz; calculer sa 
sariace. — Une couche uniforme de verglas, de i"" d'épaissenr tombe sur l'hé- 
misphère supérieur; quelle quantité de lest devra-t>on jeter pour conserver 
la même force ascensionnelle? [Oa prendra 0.9 pour la densité du verglas.) 

Troisièhr série. — 1" Mesure du volume engendré par un triangle tour- 
nant autour d'un axe situé dons son plan et passant par un seul sommet. 

^ Appliquer au cas d'un triangle équilutéral dont le côté est de i mètre, 
tournant adtoyr d'un axe^lailiné à 45* sur l'un des côtés. 

GRENOBLE 

1** Etant donné un cube dont le côté est a, on demande la forme, le volume 
et l<j surfacf^ du polyèdre dont les sommets seraient les centres des six faces 
du cube. 

2* Entre quelles limites doit être compris l'arc x (supposé plus petit 
que 180°) pour sali>faire à l'inégalité 

2 sin^ a; + sin j? — i . 

: =^ o. 

sm X — 1 

AIX 

1° On donne les trois côtés d'un triangle. Calculer l'angle A et rendre la 
formule calculable par logarithmes. 

2* On donne un plan par ses traces et un second plan défini par la ligne 
de terre et un point. Trouver leur intersection. 

3« Décrire le phénomène de la précession des équinoxes. Exposer le dépla- 
cement de l'axe du monde, qui est la cause de ce phénomène. 

BESANÇON 

1** Calculer les angles d'un triangle dont on donne les trois côtés : 

o — 33'",45, 6 = 42 -,89, c=43",i7; 
2"* Etnbtir comment on détermine l'intersection d'une droite et d'une sphère 
données par leurs projections. 



QUESTIONS PROPOSEES 



* 210. — A, B, C étant les augies d'un triangle rectiligne : 
4® Démontrer que rexpression 

.(tgVeolg^)-cotg^(.-tg^)(i+tg5)(.+tg^) 

conserve la même valeur quand on eiiectue sur les lettres 
A, B, G une permutation circulaire. 

2<» Mettre sous une forme symétrique la valeur commune 
aux trois quantités que Ton peut ainsi former. 

(Catalan.) 
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211. — Étant données deux circonférences 0, 0', on mène 
les rayons OA, O'B qui se coupent en G sous un angle 
constant; on demande le lieu géométrique décrit par le 
milieu de AB. (A. Filz-Pairick,) 

212. — Démontrer qu'un triangle ABC a ses angles aigus 
ou qu'il possède un angle obtus sui vag^ que la somme des 
carrés de ses trois côtés est plus peiue ou plus grande que 
le double du carré du diamètre du cercle circonscrit; et 
réciproquement*. (G. L.) 



ERRATA (*) 



Page ligne Au lieu de : Lises : 

7 11 segment C, segment CD. 

14 dern. ligoe prolongeons AD, prolongeons CD. 

15 1 triangle BCD, triangle BCA. 
15 3 Br, BD. 

22 20 3,3=:o'»^oi, 7ta' = o-,,,oi. 

» 26 arête AB, arête AS. 

» 27 avec AB. avecABetAC. 

» 32 arête AC, arête AS. 

37 Senremont. flg. 8. fig. 7. 

44 6 déterminons, déterminer. 
» i en remont. V2 en dénominateur, 2^/2. 

45 8 en remont, symétrique de X par rapport point d'intersection avec AD 

au point D, de la perpendiculaire menée 

» 3, 6, 7, 9, c en dénominateur, c^2 . [par C sur AC. 

46 6 eo remoot. COD, APC, COE, BQC. 
65 3 jjn, xP, 

70 25 somme, difTérence. 

(*) Ces divers errata nous ont été signalés par M. Bécla, au Collège de 
Beauvais. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHÀMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FKR. — IMPRIMERIE CHAIX. 
BCE BERGÈRE, 20, PARIS. — 7702 6. 
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PROBLÈME DE MÉCANIQUE 

Par M. Éd* Gulllet» professeur au lycée d'Avignon 

[Suite, voir p. 73). 



Angle d^incidence au point B\ — En appelant Vx^ et Vy,^ les 
projections horizontale et verticale de la vitesse en B", nous 

aurons : 

v»jj = Vi sin(a + a% 
Vy^ = Vi COfl (a + a') — yt^. 
Or nous connaissons Vj, sin (a + a ) et t^ et Ton a 
cos (a -j- a ) = cos a cos a' — sin a sin a , 

c'est-à-dire 

1—4 sin* a 
cos (a + a ) = === • 

y ï -}- S sin" a 
On aura donc 

Vx^ = 4 Vo sin a cos a ) 

t;,^ = _t;o[i+4sin»a]j- (^) 

On pourra remarquer, comme en B', que t'^.^ est négatif. 
Si nous désignons par <p' Tangle TB"W\ nous aurons 

tg <p = — — ' 

OU 

tg cp — : . 

4 Sin a cos a 
Soit encore a", Tangle N"B"T' de la tangente en B" avec 
la normale au plan incliné au même point ; on a 

œ'' = ~ (cp' - a), 

dou 

tga" = cotg (V— a), 

mais 

COtg cp' - a) = Z ^ \^ ' 

tg9 — tga 

iOU&NAL 1>£ MATH. ÉLÉM. 18<^. fy 
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On a donc : 

, 1+4 sin* OL sin a 

1 -f- ' ~ ><^ __ 

,, 4 sin a cos a cos a 

1+4 sin* a sin a 
4 sin a cos a cos a 
et enfin 

tg a" = 5 tg a. (36) 

Loi de progression des angles d'incidence, — La formule pré- 
cédente peut s'écrire 

tg a" = tg a + 2 tg a. 
Or, en passant du point B'' au point suivant d'incidence B"', 
les mêmes phénomènes se reproduisent évidemment avec 
cette seule différence que l'angle à' est remplacé par a'' et 
l'angle cl" remplace a", de sorte qu'on a encore 

tga'"=tga''+tga 
ou 

tg *'" = 7 tg a. 
On aurait de même 

tg a '" = 9 tg a 
et en général 

tgan = (2n+ i) tga. (37) 

On voit ainsi que les tangentes des angles d'incidence 
suivent la loi de progression des nombres impairs. 
Si n augmente indéfiniment, tg a» augmente aussi indé- 

finiment, de sorte que a,» a pour limite - quand n tend vers 

l'infini. La sphère finira donc par rouler sur le plan incliné, 
mais seulement après un nombre infini de bonds. 

V liasse V, du mobile en B". — On a 

2 2 I 2 

vi = vi^ + v;^. 

Or les formules (38) donnent 

vl^ = lôVoSin* a cos* a, 

v»2= ^^[^ +4sin*a]«; 
donc 

t| = vUi + 24 sin« a]. (38) 
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Si Ton appelle h'* la hauteur de chute capable de donner 

à un corps pesant la vitesse v,, on aura 

v\ = 2gh". 

D'autre part 

vl = 2gh ; 

donc 

h'' = h[i + 24 8in«a]. (39) 

Détermination du sommet S' de la deuxième parabole. — Si 
nous exprimons que Téquation 



gx^ 



— a? cotg (a -f a') — (a—Xi) tg a -f j/ = o (23) 



2v\ sin* (a + *') 

a deux racines égales en x, la racine commune sera l'abscisse 

du sommet S'. 
On a ainsi 

v\ sin« (a -f cl) cotg (a + a') 

X = 

9 
ou 

x = K sin 2(a + a) ; (10) 

on a aussi 

y = (a — a?i) tg a + A' ces* 2(a + a ). (41) 
Le sommet S' est ainsi déterminé par ses deux coordonnées et 
la hauteur B'S' du sommet S' au-dessus de l'horizontale B'E' 

6St 

B'S' = h! cos» 2(a + a'), (42) 

Amplitude du troisième bond. — En désignant par A*^ la 
troisième amplitude, il sera inutile de recommencer les 
calculs; tout se passe comme dans le deuxième bond et il 
suffira dans la formule 

A = 4h sin (a + a ) -— > 

déduite de la relation (28), de remplacer 

A' par A", A' par A'', et a para"; 
ce qui donne 

A" = 4ft' sin (a + a'') . 

^ COS* a 

Or 

sin (a + a") cos a'' = sin a cos" a'' -f- cos ce sin a" cos a"; 



cos a" 



4 • *••- * • » 



<* ^ , 



>• * V - * 
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de plus, de la formule 

tg a" = 5 tg a 
on déduit 

5 sin a 



sin a" 



cos a" = 



y/i -f- 24 sin* (X 
cos a 



\/ 1 + 34 sin* a 

donc 

. „ „ 6 sin a cos* X 

sin a cos* a + cos a sin a cos a = — ; :— r— • 

1+24 sm' a 

D'autre part, on a trouvô 

h" = /i( 1 4" 24 sin* a). 
On a dpnc enfin 

A" = 24/1 sin a. (43) 

Loi de progression des amplitudes, — La comparaison des 

formules (43) et (14) montre que 

A" = 3A. 
Nous avons eu déjà 

A' = 2A. 

La loi se manifeste par ces trois premiers résultais et il 
est facile d'établir qu'on aura de même 

An_i = nA, 
An-i représentant l'amplitude de la n® branche parabolique. 

Nous avons eu, en effet : 

„ 4A" sin (a + a") cos a" 

A = 1 > 

cos* a 

et, pour la w« parabole, h" sera remplacé par A„_i et a" par 

a„__i. On aura donc 

4ftrt_i sin (a + a„-i ) cos a„_i 

cos* a 
Or, 
sin (a + an-i ) cos On-i = sin a cos* an_i + cos a sin a«_i cos a„«i 

d'ailleurs, 

tg d^i = (2n — 1) tg a; 



d'oîi 



(2n — i) sin a 

sin ttn-l = 



y/i -j- 4(** — ^ sin a' 
cos a 
cos an~i = 



\/ 1 + 4(n — i)nsin*a 






** *i À • • 



« 



!• » 



- ' . .*.' ',.• 
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donc 

. / , V 2n sin a cos* a 

sm (a -f- a«_i i cos «n-f = 



I + 4 (»* — ^ ®^^* <* 
D'autre part 

hn-i = ft[i + 4(n — ï) n sin^ a]. 

On a donc enfin 

A„_4 = n X 8A sin a, 
c'est-à-dire 

A„_i = nA. (44) 

(A suivre.) 



L'OMNIFORMULE DE CUBATURE 

Par M. Casimir Rey (*)• 
{Suite, voir p. 79.) 



13. — L'omniformule est vraie pour les volumes décrits 
par ABC, CBD, ABDG exécutant une révolution complète ou 
une portion de révolution autour de XX', car ils sont la 
différence des volumes engendrés par BAa&, BCab, etc., aux- 
quels l'omniformule s'applique. Il est important de remarquer 
que XX' passe par les centres 0, 0' 0" des arcs AB, BG, 
CD : car si cela n'avait pas lieu, la proposition ne serait pas 
exacte (fig. 7). 

14. Théorème. — Deux volumes V, v, coupés constamment 
par des plans parallèles suivant des sections dans le rapport 
constant K, sont aussi dans le rapport E. 

On démontre le théorème exactement comme celui relatif 
à l'équivalence en volume de deux pyramides ayant la même 
hauteur et des bases équivalentes. 

(*) Une erreur s^est gUssée dans notre précédent article: (p. 9), 1. 
en remontant), au lien de 

■pp — —^ „— — 

V= i~. ic(AE» + GF* + 4DG* — «IG*), 

il faut lire 

Y = zliic Vae* -h CF* + 4DG' - 4HG' + ^HG») . 
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16. — Volume limité par des fuseaux cylindriques circonscrits 
à un segment sphértque à bases parallèles et par les plans de 
ces bases (fig. 8), 

Tout plan parallèle aux bases qui coupe le volume (AGDE.., 

A'G'D'E') et le segment sphérique, y détermine deux sections: 

Tune semblable à la base ACDE... du volume, l'autre qui 

est le cercle inscrit dans la première section. Le rapport de 

, , ^ ACDE... 

ces deux sections est donc constant et egral a 1 — rr-ri : par 

® cercle 0,1 

suite Tomniformule, s'appliquant au segment sphérique, s'ap- 
plique en vertu du théorème précédent au volume dont nous 
nous occupons. 

L'omniformule présente ici la particularité que son expres- 
sion réduite ne contient pas tt. 

16. — Volume précédent dont la base inférieure B passe par 
le centre de Vhémisphère et dont la base supérieure b est nulle 
(fig. 9.) 

Des volumes de cette nature sont par exemple ceux qui 
recouvrent des voûtes en arc de cloître en plein cintre. 

Si r est le rayon de Thémisphèrj, Tomniformule réduite 
donne 

Si B est un carré, 

8r» 
V = — . 
3 

Si B est Taire d'un polygone régulier dont le nombre des 

côtés double indéfiniment, i'omniformule donne naturellement 

à la limite 

17. — Volume limité par deVrX plans parallèles et des sur- 
faces réglées se raccordant suivant des droites. 

Un pareil volume étant la limite de volumes spécifiés para 
graphe 9, Tomniformule lui est applicable. 
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18. Corollaire. — Comme volume de la famille spécifiée 
dans le paragraphe précédent, nous citerons : 

i^ Les segments à bases elliptiques parallèles, d*hyperbo- 
loïde à une nappe ; 

2® Les segments à bases parallèles limités par une sur- 
face conoïde fermée ; ♦ 

3® Les segments à bases parallèles limités latéralement 
par des surfaces planes, hyperboloïdales, paraboloïdales 
hyperboloïdales, conoïdales se raccordant suivant des droiles. 

19. — Segments ellipso'idaux à bases parallèles. 

1® Le segment DD'EE', déterminé dans un ellipsoïde de 

révolution par deux plans perpendiculaires à Taxe est au 

segment sphérique correspondant de la sphère OA dans le 

0F« 
rapport Trrr. : car les sections faites dans les deux volumes 

par un plan parallèle aux bases, sont dans ce rapport ('/îg'. 40). 

2® Le segment DD'EE', déterminé dans Tellipsoïde à trois 

axes inégaux (AA'BB'GC) par deux plans perpendiculaires à 

AA', est au segment correspondant de l'ellipsoïde de révo- 

OG OC 
lution (AA'OBOG") dans le rapport -r-p = — : car les sec- 
tions faites dans les deux volumes par un plan parallèle aux 
bases, sont dans ce rapport (fig. H). 
3® Soit un ellipsoïde dont AA' est un diamètre et dans 

lequel (BB^GG') sont 
les axes de la sec- 
tion diamétrale con- 
juguée. 

Soit DD' la projec- 
tion orthogonale de 
AA' sur la perpen- 
diculaire au plan BOG 
menée en 0. 

Les sections dé- 
terminées dans les 
deux ellipsoïdes (AA', BB', GC'), (DF, BB' GG') par un plan 
parallèle à BOG sont égales ; donc deux segments compris 
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dans les deux ellipsoïdes par deux plans parallèles à BOC, 
seront des volumes équivalents. 

De ce qui précède, il résulte que Tomni formule, vraie pour 
le segment sphérique à bases parallèles, est également vraie 
dans tous les cas pour le segment ellipsoïdal à bases paral- 
lèles. 

20. — Segment à bases parallèles de paraboloide elliptique. 

21. — Segment Y à bases elliptiques parallèles de l'hyperboloide 
à deux nappes (fig, 42). 

Soient AA' le diamètre conjugué des bases du segment 
DD'EE', SGG' le cône asymptote et FF'GG' le tronc de ce 
cône correspondant au segment. 

Les plans parallèles aux bases du segment coupent le 
volume V compris entre Thyperboloïde et le cône asymptote 
suivant 'des couronnes elliptiques EG, E'G' et DF, D'F' de 
même aire (voir § 28, note 2) ; donc v est mesurable par 
Tomniformule comme le serait un cylindre, et par suite 
Tomniformule s'applique au segment V qui nous occupe ; donc 
le volume est la différence du volume du tronc de cône corres- 
pondant et du volume v. 

22. — Volume Y limité par des plans parallèles et par des 
fuseauœ cylindriques circonscrits à un segment v d'ellipsoïde de 
paraboloide elliptique ou d*hyperboloïde à bases elliptiques 
situées dans les plans limitant V. 

Le volume V et le segment correspondant v sont coupés 
par des plans parallèles aux bases suivant des polygones 
semblables dans un rapport constant avec les ellipses inscrites 
correspondantes suivant lesquelles v est coupé (ellipses qui 
sont semblables entre elles). 

Par suite Tomniformule étant vraie pour v, sera vraie 
pour V. 

Comme exemple de ces volumes, on peut signaler ceux qui 

recouvrent différentes voûtes en arc de cloître. 

(A suivre.) 
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THÉOEÈMES 

SUR LES INTERSECTIONS d'uN CERCLE ET d'uN TRIANGLE 

d'après m. h. m. TAYLOR5 M. A. 

Par Emile Vigarlé, élève de TÉcole des Mines. 



Dans un travail publié dans les comptes rendus de la 
Société Mathématique do Londres (*), M. H. M. Taylor a 
donné plusieurs théorèmes importants que nous allons faire 
connaître et dont nous déduirons des propriétés pour les 
cercles de Tueker, Lemoine, Neuberg, Taylor, M'Cay, ... que 
nous étudierons prochainement. 

Si un triangle aBy est inscrit dans un triangle donné ABC 
et si le cercle circonscrit à apy coupe les côtés BC, GA, AB en 
a , p', y', nous allons montrer que le triangle afy restant sem- 
blable à lui-même : 

1« Les angles du triangles a (!>'y' sont déterminés ; 

2« Les droites ap', P/» Y<^'» ^'P> ^'t» t'^ conservent la même 
direction ; 

30 Si les droites Py, y^', <^p' forment un triangle A' B'C et si 
les droites yp', ay', fa forment un second triangle A''B"G\ les 
triangles ABC, A'B'G', A"B"G'' sont homologiques, leur centre 
d'homologie est un point fixe ; 

40 Le rapport des rayons des cercles ABC, a^y est propor- 
tionnel au sinus de l'angle formé par un des côtés du 
triangle apy avec une droite fixe ; 

5° Le lieu du centre du cercle a,8y est une ligne droite ; 

6° L'enveloppe de chacun des côtés du triangle ajBy, a'^'y' 
est une parabole qui touche deux côtés du triangle ABC; 

7<* Le cercle a^y enveloppe une conique dont le centre est 



(♦) Ce ménioire a pour tilre: «. The relations of the intersections of a 
circle with a triangle, par M. H. M. Taylor, M. A. Extrait des Proceedings 
of the London Mathematical Society, vol. XV, n" 222, 223 (14 février 1884). 
Nous devons sa connaissanee à M. Taylor, qui nous en a gracieusement 
envoyé deux exemplaires. 



JOURNAL DE MATHiHATlQUKS ÉLÉIIBNTAIRBS 107 

au centre du cercle minimum apy et dont un des axes est 
dirigé suivant la droite, lieu du centre du cercle apy 

1. — Les angles du triangle a'pY *^^^ déterminés. 
Supposons que les six points a, p, y, a , P\ y sont sur les 

côtés du triangle. Dans ce cas, on a entre les angles les 

relations a + a r= B + G ) 

p + p' = A + C . (1) 

y-|.f = A + B) 
En effet on a : 

P = aPy = TC — aa'y = pa'y, 

p+fi' = p^4-fP = 7c — B = A + G; 
on prouverait de même que a -j- *' = ^ -|~ G et y + y' 
= A + B. 

Les relations (i) ont lieu quelle que soit la position du 
triangle afy, excepté cependant dans un cas, celui oîi Tun 
des sommets, a par exemple, est sur BG et les deux autres 
(3, y sur les prolongements de AB, AG au delà de B et G. On 
démontre que dans ce cas on a 

P + p; = B . (2) 

Y + ï' — G ) 

2. — Les droites ap', Py', ya', a'p, ,8'y, yx conservent la même 
direction. 

En effet, il est facile de voir que les inclinaisons d'un côté, 
ap par exemple, sur GA, CB sont respectivement y, y'. 

3. — Les triangles ABC, A'B'G', A'B'C sont homologiques^ et 
ont pour centre d'homologie un point fixe o. 

Appliquons le théorème de Pascal à l'hexagone a'ap'Py'y; 
nous voyons que les couples de droites (a a, py'), (p'p, ya"), 
(y y, ap') se coupent sur une droite, c'est-à-dire que les côtés 
(BG, B'G'), (GA, C'A'), (AB, A'B') des triangles ABC, A'B'C' se 
coupent sur une droite; donc ces triangles sont homologiques. 

En appliquant le théorème de Pascal à Thexagone aa'pp'yy' 
on voit que les deux triangles ABG, A''B"G" sont homologiques. 
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Le même théorème appliqué une troisième fois à l'hexa- 
gone p'pot'yy'a montre que AA'A' est une droite, de même 
pour BB'B', CG'G'; donc les trois droites passent par un 
point 0. 

Il est évident que les droites Py\ ya', 0Lp\ restent parallèles 
à elles-mêmes quandapy reste semblable à lui-même; de même 
pour P'y, y'a, a'p ; donc puisque les droites y'p, y' A', pA" 
conservent la même direction, les droites AA'A', BB'B', GCC 
sont fixes et le centre d'homologie o est par suite fixe. 

4. — Le rapport des rayons des cercles ABC, afy est propor- 
tionnel au sinus de Vangle formé par un des côtés du triangle apy 
sur une droite fixe, 

La figure étant déterminée quand trois des six points sont 
déterminés, il est clair que nous pouvons exprimer chaque 
angle et chaque ligne de la figure en fonction des angles du 
triangle ABC, des angles du triangle a^y et de l'angle que 
fait un des côtés du triangle a(3y avec un côté de ABC. 

Posons, par exemple, ^ôy = 6. 

Les angles des côtés de a^y avec les côtés de ABC seront 
les suivants : 

B^=A+G — 6 (a^ = B — y+6 
G^=:B-}-y— <Cp;=a — G + ô 
(Ap^z=G + y— Ô (B^ = ô 
Nous pouvons maintenant établir la relation qui existe 
entre l'angle 6 et le rayon r du cercle circonscrit à apy dont 
les angles sont connus. Soit R le rayon du cercle circonscrit 
à ABC; on a : 

„ sin Bya sin (A -|- G — 6) 
Bol = ya —=; =r. ya ^ — r^-— ^- , 

sin yBa sin B 

sin pGa ^ Sin G 

et Ba + Gx = BG = of = 2R sin A. 

Si dans cette dernière égalité nous remplaçons Ba, Ga par 

leurs valeurs, en tenant compte des relations 

ya = 2r sin p, pa = 2r sin y, 
on a 
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. ^ sin (A + G — e) , . sin (a — G + 6) 

2r sm 6 i^ — r-i-— : 4- 2r sin v : — j-^ 

^ sm B ' * sm G 

=: 2R sin A 

B sin S sin (B + ô) . sin v sin fa — G + ô) 

ou — z= ^^^ — ' — - -A • ' 

r sin A sin B sin A sin G 

= L sin (^ + 0), (3) 

formule dans laquelle 

V . . sin ô , sin v sin (a — G) 

^ sm A sm A sm G 

sin S , ^ , sin y cos fx — G) 

L cos ^ = -r— i-eotgB H ' K ' n 

^ sm A ^ sm A sm G 

On peut donner à la valeur de L une forme contenant symé- 
triquement A et a, B et p, G et y. Gette valeur est la suivante : 
L* sin' A sin' B sin' G = sin' a cos A sin B sin G 
+ sin' p sin A cos B sin G 
+ sin* y sin A sin B cos G 
•f- 2 sin a sin ^ sin y sin A sin B sin G. 

(A suivre,) 



GÉNÉRALITÉS SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'ORDRE p. (*) 

Par M. G. de liongehamps. 



1. Définition des points réciproques d'ordre p. 

— Imaginons deux points M, M' dont les coordonnées bary- 
centriques, relativement au triangle de référence ABG, sont, 
respecUvement, a, p, y î ot', ^', y' ; et supposons que ces 
coordonnées vérifient les égalités 

— — ^—11 a^ 

ap "■ ftp "^ cP ' ^^ 

formules dans lesquelles p désigne un nombre entier, positif 
ou négatif; nous dirons que ces points M et Mp ainsi liés 
Tun à l'autre sont réciproques et d'ordre p. 

(*) Pour plus de rapidité et de commodité, j'emploie dans cette note 
l'idée des coordonnées barycentriques ; mais on peut rendre cette exposi- 
tion absolument élémentaire en remplaçant a par Taire du triangle MBG, etc. 
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La réciprocité des points M et Mp est évidente et résulte 
de la symétrie des formules (Â.) ; il va sans dire que, dans 
ces formules, a, b, c désignent les longueurs des côtés du 
triangle. 

Nous nous proposons d'indiquer ici comment on peut 
construire, de proche eu proche, les points réciproques de 
différents ordres : nous entrerons aussi, à propos de ces points, 
dans quelques réflexions générales sur les points et sur les 
droites qui, placés dans le plan d'un triangle, lui sont associés 
d'après une loi géométrique simple. 

2. Points réciproques proprement dits. — Dans 

le cas particulier où l'on suppose p = o, les formules (A) 
deviennent 

aa' =■ pfj = yy' î 
les points qui correspondent à ces égalités sont ceux que nous 
avons particulièrement étudiés et que nous avons nommés 
points réciproques. Nous conserverons cette dénomination et 
quand il nous arrivera d'employer cette expression, sans 
spécifier l'ordre p des points réciproques considérés, il sera 
donc entendu que nous voulons parler des points réciproques 
de l'ordre zéro. Nous convenons aussi de représenter ces 
deux points par les lettres M et Mq. 

On sait comment on construit ces points réciproques ; on 
joint AM, cette droite rencontre BG en (jl et l'on prend le 
point (/ isotomique de (x (*) ; la droite A»/ et les deux autres 
droites analogues concourent au point réciproque Mo. 

3. Points réciproques du colonel Mathieu, ou 
points inverses. — Les points réciproques du deuxième 
ordre ont fait autrefois l'objet d'une étude remarquable (**); 
ce sont les points inverses du colonel Mathieu. 

(*) GesL-à-dire symétrique de (a paç rapport au milieu de BG. 

(**) Nouvelles Annales de mathématiques y ÏS%b. — Ges points ont été aussi 
appelés points conjugués isogonaux par M. Neuberg. Dans notre manière 
de voir, ces points rentrent dans la famille des points réciproques ; mais 
pour les distinguer des autres, et vu leurs propriétés remarquables, on 
peut, croyons-nous, leur conserver le nom qui leur a été donné par 
celui qui les a imaginés le premier. 
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Nous rappelons seulement que les points inverses se cor- 
respondent par la loi géométrique suivante : 

Soit M^ un point donné dans le plan d'un triangle ABC ; la 
droite symétrique de AM^ par rapport à la bissectrice de Tangle 
formé par les semi-droites AB, AC d'une part, et les deux autres 
droites analogues d'autre part, se coupent en un point M,. Les 
deux points Mj, M, associés de cette façon sont les points 
inverses du colonel Mathieu ou, dans le système de corres- 
pondance plus général que nous imaginons ici, les points 
réciproques du deuxième ordre. 

4. Points réciproques du premier ordre. — 

Entre les points réciproques proprement dits et les points 
inverses se placent tout naturellement les points réciproques 
du premier ordre M, M^, dont les coordonnées barycentriques 
vérifient les égalités : 

aai PPi ÏYi 
abc 

A ces formules correspond une transformation des figures 
qui ne paraît pas encore avoir été étudiée et que d'ailleurs 
nous ne voulons pas aborder, du moins en ce moment. Nous 
nous proposons seulement d'indiquer une construction géo- 
métrique permettant de trouver le point M^, point réciproque 
du premier ordre, correspondant à un point donné M. 

Lorsque nous aurons comblé, comme on va le voir, celte 
lacune qui existait entre le principe de la transformation du 
colonel Mathieu et celui de notre transformation par points 
réciproques, il sera donc acquis que les points réciproques 
d'ordre o, i, ou 2, se déduisent du point donné par des 
constructions connues et simples. Nous avons rappelé tout à 
l'heure celles qui donnent les points réciproques d'ordre o 
et 2 ; mais il nous reste à montrer comment, d'un point 
donné M, on déduit le correspondant réciproque du premier 
ordre M^. 

5. Construction des points réciproques du pre- 
mier ordre. — Considérons le triangle ABC et, sur les di- 
rections BA, CA, prenons BP ^=: GQ = X ; nous ferons d'abord 
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observer que le cercle APQ passe par un second point fixe 
situé sur le cercle circonscrit à ABC et sur la bissectrice exté- 
rieure de l'angle A. 

En effet, prenons AB et AC pour axes de coordonnée» : l'é- 
quation du cercle APQ est 

û2* + J/' + 2xy cos A — (c — X) 0? — (fr — X) y = o, 
ou 

^* + î/" + ^^y cos A — ca? — 6y -f- A (a? + y) = <>• 
Sous cette forme, nous reconnaissons immédiatement que 

APQ passe, abstraction 
faite de A, par un autre 
point fixe A' appartenant 
au cercle circonscrit ABC 
et à la bissectrice exté- 
rieure de Tangle A. 

Cette remarque étant 
faite, prenons sur les droi- 
tes A(jL, A[t! deux points 
quelconques M (a, p, y) et 

M' (a-, p', y'). 

Nous avons 
C[A . C{a' = CQ 




b, 



et 



c, 



B(i. . B{x' = BP 
d'où (puisque CQ = BP), 

C}/. Cfx' 6 

B[jt. Bjx c 
Mais 

B(A Y 
écrivons donc, finalement, 



BiK 



9 9 



pp. _n' 

6c* 
En appliquant cette remarque aux trois sommets du 
triangle ABC, on voit comment, par le moyen de la circon- 
férence AA'ut. et des deux autres circonférences analogues, 
on pourra trouver le point M', réciproque du premier ordre 
du point donné M. 
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Parmi les correspondances remarquables dans les points 

réciproques du premier ordre, nous citerons les suivantes : 

1® Au centre de gravité 

a = 6 = Y, 
correspond le point 

- = i. = I, 
abc 

c'est-à-dire le centre du cercle inscrit. 

2° Au réciproque du centre du cercle inscrit 

da ^^ pb =. yc, 

corres.pond le point 



a' 



c'est-à-dire le point de Lemoine. 

6. — Avant de quitter les points réciproques du pre- 
mier ordre, je veux encore faire connaître, concernant ces 
points, une élégante construction qui m'a été communiquée 
par M. Neuberg. 

Les notations précédentes étant conservées, prenons 

Ajxi = Bu, A|A, = Gjx ; 

la droite qui joint A au milieu de [x^jx, passe par M, réciproque 
du premier ordre de M. 

En effet, nous avons 
tfcjAR Aui.AR 

RÂfx, AR.Au.j 



/A<J 

et, par suite, 
[jl'AG AjXi.AC 

ou 



Ba AC 



AfXj.AB C\x AB 




ou enfin 



^^ ï b 

/W BF -_ yY 

^' / "" c 
En appliquant cette construction aux points B et C on 
obtient ainsi trois droites qui concourent au point cherché M'. 



- .— _ «««.- 
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Nous pouvons aborder maintenant le problème que nous 
avions d'abord en vue et dans lequel nous nous proposions la 
construction du point réciproque d'un ordre quelconque, 
correspondant à un point donné. 

(A suivre.) 



QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS 

[Suite, voir p. 9l ) 



9. — Résoudre Véquatinn 



a b X a + b +x 
Pour éviter certaines longueurs, très relatives, dans le 
calcul proposé, on observera que cette équation peut s'écrire 

II I I 

a b a + 6 + a? cr' 

ou 

a-^b — a — 6 

ab X (x -\- a-}- b) 

ou enc'pre 

{a + b)]x* + x{a + &) + ab\ = o. 
Finalement l'équation proposée est donc 

(a + b)(x + a){x + 6) = o. 
Si l'on suppose a -{- b = o, l'équation est identique; au 
contraire, si Ton a a + 6 7:^ o, les racines sont — a et — 6. 

Remarque. — Beaucoup d'équations du second degré peu- 
vent se ramener à deux équations du premier degré quand 
on groupe les termes qui les constituent dans un certain 
ordre. Ainsi les équations 

a , a — ^^ I 

= 2 » 

X x^ I 

X , a — I 

— + ■ = 2 > 

a X — I 
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a , b 

X ' x-j- b — a 

X , 6 

1 = 2 > 

a X -{- b — a 
se résolvent très simplement et sans avoir recours aux formules 
ordinaires, en observant que x=za est, évidemment, une 
racine. 
Soit encore l'équation 



X — a X — b a b 
En récrivant sous la forme 

I I I 



X — a b a X — 6 
on met en évidence la racine a -{- h. 

Ces artifices de calcul permettent aussi de résoudre certaines 
équations d'un degré supérieur au deuxième. 

i® Ainsi, l'équation 



X -\- i ac + 2 X — I X — 2 

(Baccalauréat, Paris, juillet 1882) 

est du troisième degré, mais elle admet visiblement la racine 
ac = o. On met d'ailleurs cette racine en évidence^ en écrivant 
le premier membre sous la forme 

2X , 2X 

—% \- "i = °- 

a?* — I œ* — 4 

2" Dans l'équation du troisième degré 

L L. ■ -|- ■ zziz o 

X X -^ \ X -{- •! X' + 3 ' 

3 
on met en évidence la racine a; = en associant ; 1® les 

2 

fractions extrêmes, et 2® les deux fractions intermédiaires. 
3** Pour citer un dernier exemple de cette méthode qui 
consiste, comme l'on voit, à signaler a priori une solution 
évidente, considérons encore les équations 

oo; -f" % + ^^ = ^ 4" ^' 

■ 

bx -{- cy -^^ az =: c -\- a, 
ex '\' ay '\- b% = a -^ b\ 
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•ces équations sont visiblement vérifiées par a? = o, y = i, 
js = I. Si le dénominateur A des inconnues n'est pas nul, 
ces équations ne comportant qu'une solution, elles se trouvent, 
par cela même, résolues sans calcul. 

Si l'on veut poursuivre la discussion de ce système, on doit 
former A et l'on trouve 

A == 3abc — a' — 6' — c'. 

La discussion du signe de A et, par suite, la détermination 
des valeurs de o, ft, c pour lesquelles A passe par zéro, 
offrirait quelque difficulté si l'on n'observait pas que Ton a 

A =: (a + 6 + c)(ab + ac + &c — a« — 6« — c«), 
et 

a« + 6« + c* — a& — ac— 6c=:-(a— fe)« + i(6— c)« + -(c— aK 

2 2 2 

Cette méthode de résolution, instantanée^ si l'on peut dire, 
d'une équation donnée, convient particulièrement bien à 
certains exemples et elle nous parait propre à développer 
cet esprit de combinaison qui trouve, dans le calcul algébrique, 
de si fréquentes applications. 

Nous en donnerons un dernier exemple en prenant Téquation 



X — a X — b a b 
11 est évident que cette équation sera vérifiée si l'on assigne 
à a? une valeur telle que chacune des fractions qui constituent 
le premier membre soit égale à l'une des fractions du second 
membre. Cela revient à dire que l'égalité 

A + B = A' + B' (2) 

est vérifiée si l'on a A = A' et, en même temps, B = B'. Bien 
entendu, la réciproque n'est pas nécessaire. 

En regardant attentivement l'égalité (i) on reconnaît alors 
que pour x = a -f- 6, les conditions suffisantes que nous 
venons d'admettre pour (2) sont vérifiées pour(l). On a, ainsi, 
une des racines de l'équation proposée. 

L'autre racine x" s'obtient, sans calcul, en appliquant les 
principes bien connus relatifs aux relations qui existent 
outre les coefficients et les racines d'une équation. On trouve 

2ab 
a-{-b ' (A suivre.) 



alors "' 



X = 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Catalan. 

... Je vous dois des remerciements pour la publication 
de Taimable et savante lettre du bien regretté Realis. 
Cependant, cette luttre appelle, me semble-t-il, quelques 
mots d'explication. . .j'allais dire : de justification. Il n'a jamais 
été dans ma pensée de vouloir une démonstration du beau 
théorème de Fermât au moyen de simples identités. Si mes 
souvenirs sont fidèles, voici comment les choses se sont 
passées. 

Quand vous m'avez demandé une démonstration de ce 
théorème, je vous ai répondu : « Adressez-vous à Realis ; il 
est, en théorie des nombres, beaucoup plus compétent que 
moi » ; ou quelque chose d'approchant. Quant à la nature de 
cette démonstration, c'est, comme vous l'écrivait Realis, 
« une simplification à la démonstration donnée par Euler ». 

En 1848, M. Hermite a donnée dans le Journal de Liouville. 
une démonstration très simple de ce premier lemme ; 

Tout nombre premier, de la forme 4K -|- i , eit la somme de 
deux carrés. 

Si le plus éminent des géomètres français pouvait en 
faire autant pour cette autre proposition : 

Tout nombre premier, de la forme 4K — i , e^^ la somme de 
quatre carrés, 

votre désir, qui est aussi le mien, serait accompli. La 
démonstration exposée par Le Besgue est, de tout point, fort 
peu satisfaisante. . . 

Nota. — Je ne crois pas que la notice que j'ai publiée sur 
Realis puisse prêter à la confusion contre laquelle proteste 
M. Catalan. La pensée de prendre pour la démonstration du 
théorème de Fermât le secours des identités est une idée 
^ue j'avais personnellement communiquée à Realis et qu'il a 
combattue dans la lettre qu'on a pu lire. 
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Peutrêtre la conclusion de cette lettre est-elle trop absolue 
et il me parait difficile de borner, à priori, Tinfluence des 
identités dans cette partie de la théorie des nombres où Ton 
ne fait pas intervenir la forme a7*ithinétique de ceux-ci, mais 
simplement, comme dans le théorème en question, la condi- 
tion qu'ils sont entiers. G. L. 



QUESTION 168 

violation par M. Dëlpirûu (Lycée Janson de Sailly). 



Soient A, A' deux parallèles et A'^ la parallèle équidislante ; 
soit aussi kA! une perpendiculaire commune à ^ et à A'. Ayant 
pris un point M, arbitrairement, dans le plan de ces droites, 
MA et MA' rencontrent A', respectivement, aux points Be^G. On 
projette B en B' sur A'; et G en G sur A. Démontrer que les 
trois points G\ M, B' sont en ligne droite. — Généraliser cette 
propriété qui est projective. 



M 




A" '> 




C étant le milieu de A'N, C est le milieu de AN. 

D'autre part B étant au milieu de PA, B' est milieu de PA'; 
donc MC passe par B', puisque A et A' sont parallèles. 

Supposons que A, A', A' soient trois droites concourantes en 
0. Soit AA' une sécante quelconque, et M le point considéré 
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du plan. Par M menons ML parallèle à AA.' et joignons MO. 
Par B et C menons BB' et CC parallèles à AA.'. 

Considéronsle faisceau O(MAA'A') coupé parles deuxsécau tes 

MP, MA', on a 

(MABP) = (MNCA) 



mais d'autre part 

et 

donc 



(MABP) = (K'A'BT) 

(MNGA') = (KNC'A); 



(K'A'BT) = (KNC'A), 
ce qui exige que la droite B'C passe par le sommet M du 
faisceau M(KNC'A). 

Remarque. — On serait arrivé au môme résultat en proje- 
tant la première figure sur un plan quelconque et en pre- 
nant dans l'espace un centre de projection, AA'A' seraient 
devenues trois droites concourantes et l'on aurait reproduit la 
deuxième figure. 

Nota. — Cette généralisation n*est pas aussi complète que 
le comporte l'énoncé de la question proposée. 

Il fallait observer d'abord que la propriété indiquée subsis*- 
tait pour trois parallèles quelconques et pour une transversale 
oblique AA'; ce qui permet, en faisant la projection conique de 
la figure (sa perspective, si Ton préfère) de remplacer A, A', A" 
par trois droites concourantes quelconques; et les parallèles AA', 
BB', ce sont alors représentées sur la figure perspective par 
trois droites concourantes. En reproduisant la démonstration 
qu'on vient de lire, on vérifie la proposition suivante qui est 
la généralisation de la remarque élémentaire, tout à fait évi- 
dente, qui correspond à la première figure. 

Étant données trois droites concourantes A, A', A' et une trans- 
versale O'AA', on joint MA qui rencontre A" en B, puis MA' qui 
coupe ii" en G; les droites O'B et O'C coupent A et A' respectif 
ventent en des points B' et C qui sont la ligne droite avec M. 

C'est ainsi qu'en partant des propriétés géométriques les 
plus simples et les plus évidentes, on arrive sans effort à dé- 
couvrir d'autres propriétés beaucoup moins visibles et la 
démonstration de ces dernières constitue un exercice utile, 
lequel ne laisse pas, parfois, d'offrir quelques difficultés. 
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Dans les solutions que nous avons reçues, sauf dans celle 
de M. Chapron, la généralisation complète n'a pas été donnée. 
M. Chapron a bien fait la projection conique de la figure, 
mais il n*a pas cru devoir vérifier par une démonstration 
directe la propriété ainsi trouvée, et, dans notre pensée, 
c'était cette vérification même qui constituait tout l'intérêt 
de la question posée. G. L. 

Nota. — Ont résolu (avec la restriction que nous venons de faire) cette 
question : MM. Chapron, à Bragelogne ; G. Potier, lycée Henri IV (classe dé 
M. Colas]; Lavialle de Lameillère (id.); Garriau (id.); L. Prince et Bourdler, 
lycée de Grenoble; Anatole Chapelier, au lycée de Nancy. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



213. — On considère deux cercles y, y et sur leurs cir- 
conférences deux points A, A'; on propose de trouver sur 
Taxe radical A un point M tellement situé que les droites MA, 
MA' rencontrent les circonférences considérées en deux points 
B et B' tels que BB' soit perpendiculaire sur A. 

(Bo7*dage.) 

214. — Lorsque quatre points A, B, C, D sont situés en ligne 
droite et dans Tordre indiqué, ils déterminent six segments 
parmi lesquels deux (AG et BD) empiètent l'un sur l'autre. 

Démontrer que si Ton fait abstraction de ces deux segments, 
et si les quatre points forment une division harmonique, les 
quatre autres segments jouissent de la propriété que l'inverse 
du plus petit est égal à la somme des inverses des trois 
autres. (G. L,) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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PROBLÈME DE MÉCANIQUE 

Par M* Eë* CiHlllet» professeur au lycée d'Avignon 

[Suite, voir p. 97). 



MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE 

Décrivons une circonférence sur AB comme diamètre; soit- 

BN la normale au plan incliné en B, et BC la direction de 

la vitesse après le choc. Nous allons démontrer que Thori- 

zontale LOS menée par le point C, oîi la vitesse de départ 

en B rencontre la circonférence, passe au sommet S de la 

première parabole. 

En effet, le triangle rectangle BLC donne 

BL = BG cos 2a, 

et le triangle rectangle ABC donne à son tour 

BC = A cos 2a. 

On a donc 

BL == A cos* 2a. 

Or la formule (21) nous a fourni 

ES = A cos» 2a. 

Donc 

BL = ES, 

c'est-à-dire que Thorizontale du point C passe au sommet S. 

Le lieu des foyers de toutes les paraboles décrites par un 
projectile lancé de B avec la vitesse initiale Vo et sous des 
angles différents est, comme on sait et comme il est facile 
de le démontrer géométriquement, une circonférence décrite 
de B comme centre avec BA pour rayon. On aura donc, en 
particulier, le foyer F de la parabole BSB' en prolongeant 
AG d'une quantité égale CF ; et la verticale DSFE sera 
l'axe de la parabole. 

Cette construction montre en même temps que si l'on 
mène l'horizontale FI, on a 

LI = LA 

JOURNAL :.K MATd. KLÉM. 1886. {} 
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et, par conséquent, aussi 

SF = SD. 

Ce qui prouve que Thorizontale ADD' est la directrice de 
la première parabole BSB'. 

Pour trouver le point B' où cette parabole rencontre BX, 
nous remarquerons que la tangente à la courbe parallèlement 
à BX a son point de contact sur le diamètre Conjugué de 
cette droite BX; de sorte que si, par le point de contact de 
cette tangente, nous menons une parallèle à Taxe, elle cou- 
pera BX au milieu de BB'. 

Pour mener la tangente à la parabole parallèlement à BX, 
supposons le problème résolu et abaissons du foyer F une 
perpendiculaire sur cette tangente ou sur sa parallèle BX. 
Cette perpendiculaire coupe la directrice en un point M, qui 
appartient au diamètre conjugué de la tangente. Il suffira 
donc de mener MP parallèle à AB pour avoir le milieu P de 
BB' et, par suite, en prenant PB' = PB, on aura le point B'. 

Quant à la tangente en B', on Tob tiendra en menant la 
bissectrice de Tangle K'BT, formé par le rayon vecteur B'F 
et la parallèle à Taxe menée en B'. 

Si l'on veut déduire de cette construction l'abscisse du 
sommet S ou du foyer F, on remarquera que, dans le 
triangle rectangle BFI, on a 

BF = ^ et FBA = 4a; 

d*oîi 

IF = h sin 4a ; 

c'est le résultat donné par la formule (19). 
De même pour obtenir Tabscisse x^ du point B', nous 

remarquerons que 

x^ = 2AM. 

Mais 

AM = IF + DM. 

Or 

DM = DF tg a 

DF = 2AL 

AL = h sin* 2%i 

Donc 

DM = 2h sin* 2a tg a. 
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Par suite 

Xi = 2h sin 4x -f- 4h sin* 2a tg a 
ou 

j'j = 4A siu 2a[cos 2a + sio 2x tg a], 
mais 

cos 2a 4* sin 2a tg a = i ; 
ou a doue enfin 

0*1 = 4A sin 2a. 
Et l'on retrouve ainsi la formule (11). 
On retrouvera de même Tamplitude A en divisant Xi par 
cos a, ce qui donne 

A = 8ft sin a. 
Nous déterminerons tout aussi facilement, et de la même 
façon, tous les éléments de la deuxième parabole B'S'B", 
pourvu que nous connaissions la hauteur de chute h' capable 
de donner la vitesse v^y en même temps que la direction 
de cette vitesse après le choc. 

Or, il est facile de mener B'C telle que B'N' soit bissec- 
trice de rangle TB'C. 
Quant à h\ nous avons trouvé : 

h' = h[i +8sin«a]. 
Or, si nous appelons K' le point de rencontre de la verti- 
cale en B' avec la directrice ADD' de la première parabole, 
nous voyons que 

B'K' = B'U -f- AB. 
Mais 

c'est-à-dire 



B'U = Xi tg a, 

B'U = 4A sin 2a tg a 
BT =2 Sh sin» a. 

B'K' = /i[i +8sin«a], 



On a donc 

c'est-à-dire 

B'K' = h\ 
On voit ainsi que la vitesse v^ en B' est la même que si 
la sphère tombait librement en ce point de la même horizon- 
tale ADK' du point de départ A, et la deuxième parabole 
aura môme directrice que la première. 
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On décrira donc encore une circonférence sur B'K' comme 
diamètre, et par le point C, où elle coupe B'C, on mènera la 
langente G'S' au sommet de la deuxième parabole. 

Le foyer F' se déterminera en prenant sur le prolongement 
de K'C une longueur égale C'F'. 

D'ailleurs ce foyer F' devra encore se trouver sur la cir- 
conférence FKF' décrite de B' comme centre avec B'K' pour 
rayon. 

La connaissance du foyer F' et de la directrice ADD' déter- 
mine complètement la parabole, et Ton trouvera encore le 
point d'intersection B" avec BX comme on a trouvé le point B'. 

La figure montre comment nous avons déterminé les som- 
mets S, S', S'..., les foyers F. F', F' et les milieux?, P'... des 
amplitudes, ainsi que les tangentes en B, B', B\.. 

(A suivre.) 



L'OMNIFORMULE DE CUBATURE 

Par M. Casimir Kcy (*)• 

(StUlef voir p. 101.) 



23. j^ormule de Simpson. — La formule de Simpson 

n'est autre que l'omniformule dans laquelle on fait 

h :=: 2rf, 
et elle mesure approximativement le volume, parce que ses 
sections de rang impair le décomposent en segments aux- 
quels l'omniformule s'applique ou rigoureusenjient ou très 
approximativement; les sections doivent être assez rapprochées 
pour que leurs surfaces ne contiennent pas de ligne d'in- 
llexion entre les sections de rang impair. 

24. Démonstration analytique de l'omniformule. 

— Soient trois axes de coordonnées OX, OY, OZ; ô l'angle do 
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OZ avec le plan XOY et la surface s dont Taire est exprimée 
par le polynôme (Ao3" + ^i^ + A,) dans lequel A©, A„ A, 
sont des paramètres donnés. 

La primitive de AqS* -f~ A^s + A, 
est 

C désignant une constante arbitraire. 

Le volume V engendré par le déplacement de s quand 
s varie de js = So à s = js^ est donné par 

V = [^» (z\ - zl) + ^ (z\-zl) + A,(5, - z,)] sin 9 

ou, après la miso de (sj — a,) en facteur commun et les 
réductions faites convenablement, par 

A,sî + AiSi + A, = B 
„ (s. — «„) sin 6 ) + A»»« + Ai'o + A, = 6 

^ = — ' — X V4(».(î^y+»,(î^)+A.) 

Mais {zi — Zq) sin ô est la hauteur du volume compris 
entre les bases parallèles B, b, dont B' est la section équi- 
valente des bases ; donc 

V=^(B+ft4-4B'). 

25. Corollaire très important. — L'omniformule 
s'applique à tout segment compris entre deux bases paral- 
lèles, limité latéralement par une surface de second ordre 
fermée, ou par des surfaces du second ordre donnant un 
contour latéral fermé et se raccorJant suivant des droites 
ou des coniques. 

26. Formule plus générale. — Soit Taire .9 donnée par 

s=AoS*"4-AiZ"»-*... 4- A„»_is + Am. 
En raisonnant comme dans le paragraphe précédent, on 
trouve que le volume engendré par «, quand j^ varie, depuis 
Z'=, z^ jusqu'à z = 5|, est donné par la formule 
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\jn -f- I wi 



V = ^ . . A"* - 



+ . . . H — ^ (sf — zl) 4- A« («1 — z^)\ 



X sin 6 
et pour m = 2 on retrouve romniformule. 

Dans ce cas {m = 2) la formule est simple, rapide à 
appliquer, facile à démontrer élémentaireraent. Jointe à 
la formule de Guldin, elle suffit à Tingénieur, à l'architecte, 
au constructeur, au mécanicien, etc. ; elle condense un grand 
nombre des formules usuelles et permet de les retrouver 
facilement. C'est donc Tomniformule qui est importante, et 
non la formule plus générale, mais peu pratique, qui fait 
l'objet du présent paragraphe. 

27. Remarque relative au tonneau. — C'est par 
erreur que M. Pujet, dans sa thèse citée dans la note que 
M. de Longchamps a placée au bas de la première page de 
ce travail, donne les tonneaux parmi les corps auxquels peut 
s'appliquer Tomniformule. Elle n'est pas applicable à la cuba- 
ture des tonneaux; d'abord, parce que ceux-ci n'ont pas une 
forme géométrique bien définie. Si nous les considérons 
comme des sommes d'onglets limités par les plans des bases, 
les plans passant par l'axe et les joints des douves et les 
surfaces desdites douves, quelle forme attribuerons-nous à 
ces dernières surfaces? 

Si on admet approximativement que le tonneau est un 
volume de révolution, le trapèze générateur est-il limité 
extérieurement par une chaînette, une parabole ou un arc 
de cercle? 

Admettons cette dernière hypothèse, comme on le fait ordi- 
nairement. Alors le volume n'est pas un segment sphérique 
à bases parallèles, car le centre de l'arc de cercle n'est pas 
sur l'axe du tonneau. Dans le cas où nous sommes, le volume 
est engendré par un cercle variable S se mouvant parallèle- 
ment à lui-même, perpendiculairement à l'axe oz (axe du 
tonneau), mais on n'a pas l'équation 

S = kz^-\'Bz + C, 
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équation nécessaire pour que Tomniformule s'applique; voir 
la démonstration analytique § (24). 

On peut consulter à ce sujet le Traité de Géométrie de 
MM. Rouché et deComberousse (S® éd., î*' partie, § 769, p. 154). 
Les auteurs y disent : 

« La formule V = - 7tH (2R* + ^'') ( ^''^^t Fomniformulo 

3 

simplifiée dans le cas présent) donne un résultat trop fort. 

La formule qui s'adapte le mieux à la forme générale des 

tonneaux est la suivante : 

V =i ttH [2R« + 2r* — i (R2 — r«j] 

(Comptes rendus de VAcadém'e des sciences, t. XL VIII, p. 96.) 
» Enfin nous signalerons la formule 

V = 0,525 D» 
qui permet de jauger les tonneaux ordinaires d'une manière 
très rapide et suffisamment approchée en mesurant seule- 
ment la diagonale D qui va du trou de la bonde au point le 
plus bas de l'un des fonds. » 

(A suivre.) 



GÉNÉRALITÉS SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'ORDRE p. 

Par M. €•• de liOngchamps. 

[Suite f voir p. 109.) 



7. Problème I. — Sachant trouver le point réciproque 
d'ordre 1^9 constf*uire le point réciproque d'ordre — p. 

Soit M (a, p, y) 1^ point proposé, M' (a , f^', ^'f fê t/t^t^f^^ 
de l'ordre p ; on a . ^ 

■aa' p^' y Y 
■^ "~ Hp ~~ cP ' 

et Ton suppose que l'on sache déduire, par une certaine 
construction, effectuée bien entendu avec la reeçle et le 



■*'***'^'*^-'---^-*-^ ° '•-" -^- 
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compas, le point M' du point M ; on propose alors de cens- 
truire le point M" (a\ f, y") réciproque de Tordre — p. 
Les coordonnées de Id* vérifient les égalités 

a-p b-P c-P* ' ^ 

Soit pris le réciproque Mq (xq, Pqj Yo) (sens ordinaire) de M ; 
on a d'abord 

aao = ppo = ïïo. (2) 

D'autre part, si Ton construit le réciproque d'ordre p de Mq, 

on obtient un point M" (a", p\ Y) ®^ ^'^^^ ^ 

aP bP cP ' ^ ^ 

Enfin, soit Mq (oo» K? ïo) ^^ réciproque (sens ordinaire) de 
M", on peut écrire 

a oo = p po = Y ïo. W 

Les égalités (2), (3) et (4) donnent 

aao^___ PPo YYo 

Finalement le point Mq est le réciproque d'ordre — p du 
point donné M. Pour l'obtenir on voit, en résumé, qu'il faut : 

1** Prendre le réciproque Mo de M, 

2® Le réciproque M" d'ordre p de Mo, 

3" Le réciproque MJ de M''; 
le point Mo ainsi obtenu est le réciproque d'ordre — p de M. 

Il résulte de cette première obsorvation que si l'on sait 
construire les points réciproques correspondant à des valeurs 
positives de p, on saura, par cela même, trouver ceux qui 
correspondent à des valeurs négatives de p. 

8. Problème II. — Sachant construire le réciproque M de 
Vordre p, obtenir celui de V ordre p + 2. 

Les notations précédentes étant conservées, nous avons 

a^ bP c^' ^ ' 

Prenons M'(ac, fo y'o) réciproque de M'; nous avons aussi 

Considérons maintenant le point M"(a", S" y"), inverse de 
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Mj (ou réciproque du deuxiëme ordre, comme on voudra 
l'appeler) ; les relations 

a* "~ 6* ~ c« 
combinées avec (1) et (2), donnent 

Ainsi, pour obtenir le point réciproque de Tordre p + 2, 

on prendra : 
1® Le réciproque M' d'ordre p du point donné M, 
2® Le réciproque M'o (sens ordinaire) de M', 
3® L'inverse M'' (ou réciproque du deuxième ordre) de M'o ; le 

point M'^ auquel conduit cette construction est le point cherché. 

9. Problème III. — Construire la réciproque Mp d'i/n 
ordre quelconque p, positif ou négatifs correspondant à un 
point donné M. 

Gomme l'on sait construire directement les réciproques des 
trois premiers ordres (o, i, 2,) on pourra donc, par appli- 
cation de la construction précédente, obtenir successivement: 

1** Les points réciproques d'ordre o, 2, 4, ... ; 2® en partant 
des réciproques du premier ordre, les réciproques d'ordre 

Le problème I ayant ramené le cas des exposants négatifs 
à celui des exposants positifs, on peut conclure de ce qui 
précède que les points réciproques d'un ordre quelconque, 
pair ou impair, positif ou négatif, peuvent être obtenus par 
le tracé, relativement simple, que nous venons de faire 
connaître. 

10. Points adjoints. — Considérons un point M dont 



(*) On trouvera d'autres solutions de ce problème: l'une de M. d'Ocagne 
[Nouvelles Annales de Mathématiques, 3" série, t. II, p. 497); l'autre de 
M. Boubals (Jo«r»a/, 1885, p. 31).— Voyez aussi :un mémoire de M. Bro- 
card: Etxjdb d'un nouveau cercle du plan d'un triangle {Annuaire de 
Hssoc%ali(»\ Française, Congrès d'Alger, tSfcl, p. 150); et Journal de 
if. S,, 1883, p. 74, un article de M. Lemoine : Que;.ques théorèmes.^ 

JOURNAL DB math. ÉLÉU. 188Ô* 
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les coordonnées a, p, y vérifient les relations 

a S Y 

M. Lemoine appelle points associés (*) et nous nommons 
ici points adjoints ceux dont les coordonnées se déduisent de 
celles du point M en donnant aux dénominateurs, dans les 
formules précédentes, des signes différents. 

A un point donné M correspondent seulement trois points 
adjoints M^, M,, M, dont les coordonnées se calculent par 
les formules : 



— A 


B 


-G' 


A~ 


— B 


-G' 


«s 
A~~ 


B 


— G 



Si Ton prend un point M et que Ton fasse la construction 

qu'indique la figuré (C 
étant le conjugué harmo- 
nique de G', par rapport 
à AB ; et, de même B" le 
conjugué de B', par rap- 
port à AG), les droites 
BB'', CG" concourent sur 
AM en un point M^ qui 
est le premier point ad- 
joint. 

On déduit donc très 
simplement, d'un point 
donné M, ses points adjoints M^, Mj, Mj. 

11. Droite et point harmoniquement associés. — 

Les trois points A'', B", G" qui sont considérés dans la con- 
struction précédente sont situés sur une droite fx. Le point 




{•) Voyez Journal, 1885, p. 193. Le qualificatif associé étant trop 
générique, il me paraît préférable de désigner les points dont il est ici 
question par l'expression points algébriquement adjoints, ou, plus 
brièvement encore, par celle de points adjoints au point donné M. 
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M et la droite \l sont deux éléments harmoniquemcnt associés, 
suivant l'expression que nous avons proposée (*). 
k un point M (a, p, y) 

A~B""G' 

correspond une droite «jl, harmoniquement associée à ce point, 
et l'équation de [x est 

A ^ B ^ G ^• 

12. Points complémentaires (*'^) et anti-complé- 
mentaires. — A un point M (a, p, y) 

- — Ë — .1 

a"*b"'g' 

correspond toujours un point M' (a', p', y') au moyen des 
formules 

^ _ P _ y 

B + C G + A ""A + B* 

On déduit facilement de ces formules que le point com- 
plémentaire M' se déduit du point donné M^ en joignant M au 
centre de gravité E du triangle de référence et en prolongeant 
cette droite d'une longueur moitié moindre. 

Une autre transformation résulte des formules 

a 8 y 

rf r. ff it 

a 



_ ^ I 



B + C — A C + A — li A + B — G 
Le point M'' qui correspond aux égalités (2) est Tanti- 
complémentaire de M, et Ton vérifie sans peine, pour légi- 
timer cette expression, que M est, en effet, le complémen- 
taire de M". 

Application. — Pour montrer, sur un seul exemple, l'uti- 

~ i— — -^ — « ' ' ■ 

(*) Voyez Journal^ p. 103. 

{*•) L'idée des points complémentaires a été produite récemment par 
M. Hain (Archiv der Mathematik und Physik von Gninert, octobre 1885, 
p. 214). Celle des points anti-complémeiitaires n'a pas été donnée par 
M. Hain, mais elle est la conséquence très naturelle de la première. 
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lité de ces considérations, prenons les réciproques des points 
de Brocard. 
Ces points Oo, OJ ont pour coordonnées 

6% cS a*; 

cS a% ¥ ; 
par suite, le point o) milieu de OqO'o est représenté par 

¥ + c^ c« + a*, a* + 6% 
d'où Ton conclut que w est le complémentaire du point de 
Lemoine K. La droite Ko> étant partagée par le centre de 
gravité E dans le rapport de 3 à r , on peut énoncer la pro- 
priété suivante : Le point de Lemoine et les réciproques des 
points de Brocard ont le même centre de gravité que le triangle 
de référence (*). 

13. Point associé à rinfini .-— L'idée des points com- 
plémentaires conduit encore très naturellement à la suivante. 

Imaginons un point M (A, B, G) et associons-lui un 
point M 00 dont lés coordonnées soient 

B — a G — A, A — B. 

Ce point M Qo est évidemment à Finfini puisque la somme 




de ses coordonnées barycentriques est nulle ; pour ce motif 
nous dirons qu'il est le point de Tinfini, associé à M; ou, 
plus brièvement^ qu'il est Vassodé à Vinfini. 

Nous devons montrer maintenant comment, d'un point 
donné M, on déduit son associé à l'infini. 

A cet eflfot, considérons la droite [x qui joint le centre de 

(*) M. Neuberg, d'après une communication qu'il m'a faile, est arrivé, 
de son côté, à cette propriété. 
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grayité E au point M ; son équation est 

a(B — G) + p(G — A) -f y(A — B) =: G. 
Prenons la transversale réciproque 

« , P , Y _^ 
B — C"^C — a"^A— B~ ' 
puis le point harmoniquement associé à cette dernière droite 

B — C G — A""A — B' 
ce point est précisément M^ . 

Dans la figure ci-dessus, D'' et D' sont deux points isoto- 
miques sur BG et D est le conjugué harmonique de D' relati- 
vement à BG. On obtient ainsi une droite AD et, par une 
construction semblable, deux droites analogues qui sont 
parallèles. Elles concourent, à l'infini au point que nous 

représentons par M qq» 

(A suivre.) 



QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS 



10. — Résoudre et discuter V équation 

X — p X — q 

{Baccalauréat ; juillet 4885.) 

En développant cette équation, Texamen de la quantité U 
placée sous le radical prouve que celle-ci peut se mettre sous 
la forme 

U =: (p — 9 + a« — b^Y + ^«'^*. • 

Ainsi les racines sont toujours réelles ; mais on arrive 
bien plus rapidement à cette conclusion par la méthode des 
substitutions y qui est aujourd'hui familière aux élèves d'élémen- 
taires. Bornée au second degré, cette méthode enseigne que 
si deux substitutions a, p donnent des résultats de signes 
contraires, les racines sont réelles ; l'une étant nécessairement 
comprise dans l'intervalle (a, p) ; l'autre étant, au contraire, 
située hors de cet intervalle. 
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Dans tous les cas, Téquation étant 

OOî^ + 200? -|- c = o, 

la suite — oo , , +00 

a 

sépare avec certitude les racines de l'équation. 

Revenons à Fexemple proposé, écrivons l'équation (1) sous 

forme entière, si nous voulons éviter la discontinuité de la 

fonction, et, dans la relation 

a\x — 9) + b^{x — p) — {x — 'p){x — q) = Oy 

substituons 

Nous avons le tableau suivant : 

—, a^iv-q). Hq-p). -; 

cest-a-dire 

Les racines sont réelles et séparées. 

Remarque. — La méthode très connue que nous venons 
d'employer est utilisée dans de nombreux exemples. On con- 
naît notamment son application à l'équation 

I T I 

+ z 1 + ::: : = o» 



X — a X — b x — c 
qui a ses racines réelles, propriété qui appartient d'ailleurs à 
toutes les équations de la foxme 

y-L_=o. 

Mais voici un exemple qui est peut-être moins classique. 
Considérons l'équation 



a 



+ - — 1 + - — - = 0, (1) 



X — a X — b X — c 
et supposons a<l6<Cc, ou a>»6>c indifféremment ; dans 
ce cas, l'équation a ses racines réelles. On le reconnaît immé- 
diatement en faisant varier a; de a 4~ ^ à 6 — e, e étant 
une quantité positive, aussi petite que Ton voudra ; ou, si l'on 
préfère, en substituant successivement a et 6, dans Téqua- 
tion (1) mise sous forme entière. 
On obtient ainsi les résultats : 

(a — b){a — c), (b — a){b — c) 

dont le produit est égal à 

(a — 6)*(a,— c){c — b). 



f 
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Ce produit étant négatif, dans Thypothèse que nous avons 
faite, nous voyons donc qu'il existe une racine dans Tinter- 
valle (a, b) ; ainsi, Téquation a ses racines réelles. 

Le calcul vérifie bien entendu le résultat précédent, et Ton 
trouve que la quantité soumise au radical, mise sous la 

forme 

4(c - a){c _ ft) + (a - 6)«{a + i)S 

est essentiellemeni positive, quand c n'est pas compris dans 
l'intervalle (a, b). (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Je vous envoie la traduction que j'ai faite d'un article 
anglais paru dans le journal The Educational Times. — Cet 
article est intitulé : Proof of the Rule for the composition of 
two parallel forces, by J.Walmsley (Preuve de la règle de 
composition de deux forces parallèles, par J. Walmsley). 
L'auteur expose une nouvelle vérification de la construction 
ordinaire employée pour obtenir la résultante de deux forces 
parallèles dirigées dans le même sens ou en sens contraires. 
Voici quelle est la preuve qu'il en 
donne : 

Soient P et Q les deux forces 
données. Joignons A et B, points 
d'application de ces deux forces 
parallèles et divisons la ligne AB 
en deux parties BC et CA telles que 

BC P 
nous ayons — = —(le point C doit 



/ 



/ 



/ 



/ 



f- 



î *- 



B 



/ 



\ 



\ 



/ 



/ 



/ 



/ 



/ 



/ 



('i'j. /. 



être toujours plus rapproché de P, 

la plus grande force, que de Q). ^ V' 

Menons par le point C la ligne ER 

ou CR parallèle aux directions de P et de Q. Prenons 

CE = Q, CR = P, puis menons les lignes EA, AR, RB. 

Il nous est alors facile de prouver que EA est parallèle 

à BR. En effet, dans l'une et l'autre figure, les triangles AEG 
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et RGB sont semblables. Ils ont leurs angles en G égaux, 
et de plus ces angles sont compris entre des côtés propor- 
tionnels puisque, d'après la construction que nous avons faite 

■on •pp p 

précédemment, nous avons 777 = «7^ = t:» Les triangles AJBG 

et RGB, étant semblables, sont aussi équiangles. On conclut 
de là régalité des angles AEG et GRB. Or, dans la première 
figure, ces angles occupent la position d'angles alternes- 
internes par rapport aux deux lignes AE et BR coupées par 
la sécante ER, leur égalité prouve le parallélisme de ces 
lignes AE et BR. Dans la 2« figure les angles AEG et CRB 

occupent la position d'angles 
^ correspondants par rapport 
; aux lignes AE et BR coupées 
j par la sécante GR; de leur 
égalité on déduit le parallé- 
lisme de AE et de BR. Alors 
GR dans le triangle AGR peut 
représenter P en A,et EG dans 
le triangle AGE peut repré- 
senter Q en B. Donc, à l'aide 
de ces triangles nous pourrons 
remplacer P en A, par GA et 
Fig. ^. AR en A; et Q eu B, par EA 

et AG en B. Mais AG en B et 




I 

4 



y' 



l 



GA en A se font équilibre; les forces primitives sont donc 
équivalentes à AR en A et AE en B, la dernière de ces forces 
doit, en réalité, agir suivant BR (fig. 4) ou RB (fig, 2)* Mais ces 
forces parle principe de la transmissibililé peuvent être prises 
comme agissant en R. Leur résultante est alors ER, le troi- 
sième côté du triangle EAR. Getterésultante peut se trans- 
porter en G. Il est facile de tirer de là les conclusions 
ordinaires pour les forces égales ou inégales, et d'en déduire 
la méthode graphique employée pour la détermination de la 
résultante. 

(Traduit du journal anglais The Educational Times, par M. Edmond Bor- 
dage, professeur au collège de Nantua.) 
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•^^r^""— "^^ 



SUR Lk CONSTRUCTION DE n. 



M. Ferdinand Bretschneider d'Eisenstadt a indiqué, dans le 
dernier numéro des Archives de Gruneri (*), une construction 
assez simple pour obtenir une valeur approchée du nombre t;. 

On sait, dit M. Bretschneider, que l'expression 






3\/i46 



5o 

représente le nombre i; avec neuf décimales exactes, 
Si Ton prend seulement la partie 

i3\/i46 

— j^ = 3,14159... 

on obtient ir avec cinq décimales seulement; mais celte 
approximation suffit dans la plupart des cas, 
En observant que 

I46 = 7T*+5^ 
on est ainsi conduit à construire une ligne a?, telle quo 



X V^M* + 5' 



(i) 



î3 5o 

Voici, il nous semble, la meilleure façon d'utiliser cette 

remarque de M. Bretschneider. 

Prenons une circonférence de rayon quelconque, mais dont 
un diamètre AB a été partagé en dix parties égales et por- 
tons, comme Tindique la figure, sur le prolongement de AB 
trois de ces divisions, ce qui donne les points C et D. 

Soit OE le rayon perpendiculaire à AB; les tangentes on 
A et E se coupent en M ; du point M, avec MG pour rayon, 
décrivons un arc de cercle (**) qui rencontre MA en R ; enfin 

(*) Archiv der Mathematik und Physik, 4886, p. 447. 
(*•) Cet arc de cercle est très légèrement^ extérieur au cercle proposé, 
parce que Ton a \/T46> 5 -f v/5o, 

mais la différence de deux nombres v'hG, 5 + >/5o est très faible; elle 

est à peu près égale à — . 
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complétons la construction comme l'indique la figure, RS 
étant une droitô parallèle à AF ; je dis que MS représente 
la longueur de la circonférence, avec une approximation 




égale à celle qu'on obtient en faisant le calcul de cette longueur, 
TT étant pris avec cinq décimales exactes. 
En effet la proportion (1) peut s'écrire 

loûc \/7^ MGouMR MS 
5 



i3 



MA 

i3 
MF = if R, 

5 

MS = 2Bx. 



MF 



Mais 

on a donc 

Dans cette formule x représente le nombre tc avec cinq déci- 
males exactes et Ton peut dire que, avec l'approximation 
correspondante, MS est égale à la longueur de la circonfé- 
rence proposée. On accordera sans doute que, dans la pratique, 
une pareille approximation est très suffisante. G. L. 



ERRATUM 

CONCERNANT l'eSSAI SUR LA THEORIE DES NOMBRES 
De Legendrb. — An VI (!'• édition). 



Résolution de V équation x* — 3 3 1 y^ = i par les plus petits entiers. 

Plus petites valeurs de x et d'y (d'après Legendre) 

x = 2 785 589 801 443 9^^ 
yz= i53 Ï09 862 634 573. 



JOURNAL DE MATHÉSIATtQUES ÉLÉMBNTAIRBS 139 

RECTIFICATION 

Dans la valeur de a?, les deux derniers chiffres à gauche 
forment le nombre 70 et non 69. 

VÉRIFICATION 

0?'= 7 759 5io 541 908 656 209 097 049 36o 900 
y^= 23 442 63o o35 977 8i3 320 534 892 329 

33ij/' = 7 759 5 10 541 908 656 209 097 049 36o 89g 
et enfin a;^ — 33iy* = i (ce qu'il fallait vérifier). J. Ch. 

Nota. — M, Ghapron qui nous communique cet erratum, 
Ta rencontré dans l'exemplaire qui se trouve à la bibliothèque 
Sainte-Geneviève. Il n'est pas impossible, comme il nous Ta 
fait observer, que la faute signalée ait disparu dans les édi- 
tions suivantes. Les deux derniers chiffres 9 et 3, dans les 
valeurs diX et d't/ données par Legendre, sont manifestement 
en contradiction avec l'énoncé; puisque, dans cette hypothèse, 
les deux nombres a?* et 33 11/* se terminant respectivement par 
les chiffres i et 9, la différence x^ — 33 it/' ne peut être égale à 
l'unité. 

M. Ghapron a refait les calculs de Legendre et a pu rétablir 
la véritable valeur de x. En nous envoyant cette intéressante 
rectification M. Ghapron ajoute : « J'ai été aidé dans ce travail 
par le jeune Lefeuvre de l'institution D*...; en quelques 
minutes, avec les réglettes de MM. Genaille et Lucas, il a 
vérifié les résultats cherchés. » Nous ne sommes d'ailleurs 
pas surpris do ce que nous apprend là M. Ghapron; nous avons 
vu fonctionner les réglettes en question au Gongrès de Gre- 
noble, au mois d'août dernier ; les résultats qu'elles donnent 
sont tout à fait merveilleux. G. L. 

QUESTION 144 

Solution par M. Ghapron. 



Soit ABG un triangle, A' et L" les pieds sur BG des bissec- 
trices intérieure et extérieure de Vangle A; B' et B", G' et G" 
les points analogues sur AG et sur AB ; soient oJ et a" les symé- 
triques de A! et de A" par rapport au milieu de BC ; p' et p" 
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les symétriques de B' et de B" par rapport au milieu de AC ; 
y' et y" fe* symétriques de C et de C par rapport au milieu 
de AB. Démontrer : 

1^ Que les trois circonférences décrites sur A' A", B'B", C'C" 
comme diamètres ont même axe radical; 

2^ Qu'il en est de même des trois circonférences déentes sur 
a'a", (^'p", Y y" comme diamètres; 

3^ Que ces trois dernières circonférences se coupent, se touchent 
ou ne se coupent pas : suivant que ABC est acutangle, rectangle 
ou obtusangle ; lorsqu'elles se touchent, le point de contact est le 
point symétrique du sommet de l'angle droit par rapport a\L 
milieu de V hypoténuse ; 

4® Lorsqu'elles se coupent^ ou se touchent, les distances d'un 
point d* intersection ou du point de contact sont proportionnelles 
aux côtés opposés ; 

5^ Les axes radicaux des deux groupes de trois circonférences 
se coupent au centre du cercle circonscrit au triangle ABC. 

(E. Lemoine.) 

Je supposerai 

BC> CA > AB 

ou a>b>c. 

Soient M, N, P, [jl, v, ir les milieux respectivement de A'A', 

B'B\C'C; a'a', ^'P', yY; 

Soient A^, B^, Cj les pieds des symédianes sur les côtés 
BC, AC, AB. 

On sait que les trois points A', C, B" sont en ligne droite 
ainsi que A', B', G". Considérons le quadrilatère complet 
B'C'B^C; A'A" est la troisième diagonale. M est le milieu 
de A'A', N celui de la diagonale B'B', P celui de C'C; donc 
M, N, P sont en ligne droite comme [a, v, ir sont respectivement 
les points isotomiques de M, N, P (d'après la dénomination 
de M. de Longchamps qui appelle ainsi deux points situés 
sur un côté à égale distance du milieu de ce côté). Ces 
points sont aussi en ligne droite. 

On peut, du reste, le voir autrement : 

Si, par A, on mène une parallèle AX à BC et que Ton appelle 
I le milieu de BC, les quatre droites AX, AC, AI, AB forment 
un faisceau harmonique, les symétriques AM, AB, AA,, AU 
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de ces quatre droites par rapport à la bissectrice âA' formçnt 
aussi un faisceau harmonique, et, comme les trois droites 
AA,, BBj, CGi se coupent en un môme point (le point de 
Lemoine), les conjugués harmoniques M, N. P de Aj, Bi, C^ 
par rapport à BC, AC, AB sont en ligne droite ; on a alors 
régalité 



qui entraine 



MB 


NC PA 


HC 


NA'PB"'' 


^B- 


vA «B 
vU* irA"'' 



puisque MB = (xG, etc., c'est-à-dire que }*, v, tz sont en ligne 
droite. 

Cherchons la puissance du centre du cercle circonscrit par 
rapport au cercle décrit sur A'A" comme diamètre; on voit 
qu'elle est la même que la puissance de ce point par rapport 
au cercle décrit sur aV comme diamètre, puisque ces deux 
cercles sont symétriques par rapport à 01. 

Puisque A| et M sont conjugués harmoniques par rapport à 
BG, M est le point où la tangente en A au cercle circonscrit 
au triangle ABC coupe BG ; donc OA et MA sont perpendi- 
culaires ot le cercle décrit sur A'A" comme diamètre coupe 
orthogonalement en A le cercle circonscrit du triangle ABG ; 
OA est donc tangente en A au cercle décrit sur A' A' comme 
diamètre. 

Par suite, la puissance du point par rapport à ce cercle 
est R*, et elle est la même par rapport au cercle symétrique 
décrit sur a-a' comme diamètre et par rapport aux autres 
cercles décrits sur B'B', p'p% C'G', Yf\ L'axe radical des trois 
circonférences décrites sur A' A', B'B', G'C" comme diamètre 
et celui des trois circonférences décrites sur a a% p'^'\ y y 
sont donc respectivement : la perpendiculaire abaissée de 
sur la droite MNP et la perpendiculaire abaissée de sur la 
droite av7r. 

1", 2® et S® sont ainsi démontrés. 

r 1 r A,B c« 

Gela pose on a j-q = f ' 

puisque A^ est le pied de la symédiane ; donc, M étant le coù- 
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jugué harmonique de A4 par rapport à B et à C, 

TTTi = TT d OU MB — = (xG = ' . 

MU 6* ' 6« — c« 

Si Ro, Rb, Rc sont les rayons des circonférences décrites 
respectivement sur A' A' ou a'a', B'B' ou ^'fi', G' G" ou yY commo 
diamètre, on a 

p — . ^^^ P afec P abc 

on a facilement aussi 

-(R- + R.) (,._a.)(c._fe.) ' 

quantité négative, d'où l'on conclut 

:xv<R, +R5; 
on a enfin 

-» /R R X, _ c'(c' + 6' - a%c' + «' - ft') 
(XV - (R„ - R») _ (c» - 6«)(c« - a') • 

Or, puisque nous avons fait l'hypothèse a > 6 >> c, le second 
membre est positif, nul ou négatif suivant que c\ -\-b^ — a^ 
est positif, nul ou négatif; c'est-à-dire que ABC est acutangle, 
rectangle ou obtusangle : on a donc 

{XV < Ra + Rb et ixv > Ra — Rb-, 

|XV < Ra + Rb et jxv =^^a — Rb ; 

jxv < Ra + ^h et ixv < Ra — Rb ; 
c'est-à-dire que les circonférences se coupent, sont tangentes 
ou ne se coupent pas. Si A'i est le point diamétralement opposé 
à A sur le cercle circonscrit, on voit que lorsque le triangle 
GAB est rectangle en A, ce point A'i appartient aux trois cir- 
conférences, c'est-à-dire qu'il est leur point de contact ; il 
suffit pour cela d'établir que les trois angles a A/a', ^'Èl^P\ 
ik^i" sont droits, ce qui est très facile. 

3® est donc démontré. 

La circonférence décrite sur aV comme diamètre est évi- 
demment le lieu du point M, tel que l'on ait 

M,B_ h 

M,G *^ ^ ' ^^'^• 
On a donc, siMi est un des deux points communs aux trois 
circonférences décrites sur a à*'j ^'^"^ y'y" comme diamètre, 
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a b c 

et 4® est démontré. 

RsitARQUies(*). — o)Les circonférences décrites sur A'A^B'B*, 
ce comme diamètre se coupent toujours, et si M, est un de 

1 • . ^v ♦ r M,A_M.B M,G 

leurs points d intersection on a = = . 

III 

abc 
Elles se coupent toujours, car 

MN^ - (R. + R.). = - ^-^.-^^^^ . 
Ce qui prouve que MN < Ra + Rb et 

ce qui prouve que MN > Ro — Rb. 

b) La droite MNP axe d'homologio du triangle ABC et du 
triangle AiB^Cj formé par les pieds des symédianes, est 
parallèle à la droite qui joint les points de Brocard du 
triangle ABC et, par suite, Taxe radical des circonférences 
décrites sur A'A", B'B'', GG" comme diamètre passe aussi 
par le point de Lemoine; c'est la ligne qui joint le point de 
Lemoine au centre du cercle circonscrit; la puissance du point 
de Lemoine par rapport à Tune de ces trois circonférences 

est — — ^— — — — — — — — 

(a« + b^ + cY 

c) L'axe radical des circonférences décrites suraV, p'^', yY 
comme diamètre passe aussi au point de concours des hau- 
teurs, c'est donc la droite qui joint ce point au centre du 
cercle circonscrit; la puissance du point de concours des 
hauteurs par rapport à Tune de ces circonférences est 4R*. 

d) Les lecteurs qui connaissent Tenlploi des coordonnées 
homogènes pourront vérifier que ces axes radicaux ont res- 
pectivement pour équations : 

b^ — c^ c» — d« , a^ — 6* 

- + P • T— + Y ^ —T- = o^ 



a 



[*) Ces remarques diverses nous ont été adressées par M. Em. Lemoiiie. 
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et 

a . (fts _c«) cos A+ p . (c* — o«)cos B + y . (a* — 6») cosC = o. 

ej Voici une autre démonstration de 1® et de 2**. 

Supposons d'une façon générale que A\ et Aj soient deux 
points conjugués harmoniques quelconques par rapport à C 
et à B; soit M^ le milieu de A'^Bi, J le milieu de CB. La puis- 
sance de 0, centre du cercle circonscrit par rapport au 
cercle décrit sur A[^i comme diamètre, est OM? — M^A'^ ou 

Ôj 2 ^ JMÎ — M^Â* ou OJ* + (JM, — Mt A')(JMi + M^ A^ ou 
OJ* + J^' • J^' 0^ (puisque A'jA" étant conjugués harmo- 
niques on a JA' . JA" = 5j^) 0J« + JB^ = R«. Getle puis- 
sance est donc constante, et nous pouvons dire d'après cela 
que les trois circonférences décrites sur A'A", B'B", C'G" ont 
en un point qui a même puissance par rapport à chacune 
d'elles, et par suite qu'elles ont même axe radical passant 
par ce point. 

Même démonstration pour les trois circonférences décrites 
sur a'a", p'p", yï" comme diamètre. 

Si Ton considère le quadrilatère qui a pour côtés successifs 
B'A", A''B", B"A', A'B', les trois diagonales sont WR\ A'A% 
C'G" et forment le triangle ABC, et Ton sait que dans tout 
quadrilatère complet les circonférences décrites sur les trois 
diagonales comme diamètre ont même axe radical ; on voit donc 
qu'une partie du théorème proposé revient à celui-là, mais ce 
qui précède permet d'ajouter la proposition suivante : L'acce 
7*adical commun des trois circonférences décrites sur les trois 
diagonales d'un quadrilatère complet comme diamètres passe par 
le centre du ceixle ciyxonscrit au triangle formé par ces trois 
diagonales. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



ikrniaBr.iB centrale des ciifxins de fer. — imprimer» cbAil. 
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PROBLÈME DE MÉCANIQUE 

Par M. Ed* Gttillet» professeur au Lycée d'Avignon. 

(Suite, voir p. 121). 



Disposition remarquable des foyers et des som- 
mets. — Menons les droites parallèles B'Q', B'Q*. . . faisant 
avec la verticale Tangle 2x, comme BC. 

Nous savons que la droite AF est perpendiculaire sur BG. 
Or, dans le cercle de centre B' et de rayon B'F, Tangle Q'B'F 
est égal à QB'K' + 2K'B'T, c'est-à-dire à 

• 2a -[■ 2(a' — a) = 2a'; 
donc 

Q'B'F = 2a'; 
de même 

Q'B'F' = 2K'B'C' — K'B'Q, 
c'est-à-dire 

Q'B'F' = 2a'. 

Les deux arcs Q'F et Q'F' sont donc égaux et, par suite, la 
corde FF' est perpendiculaire sur B'Q'. 

On ferait voir de la même façon que la corde F'F' du 
cercle de centre B" et du rayon BT' est perpendiculaire à la 
droite B'^Q", et ainsi de suite pour les autres paraboles. 

Les cordes AF, FF', F'F". . . étaot à la suite les unes des 
autres et perpendiculaires à des droites parallèles BC, B'Q', 
B''Q". . . forment une seule et môme ligne droite. 

Ainsi les foyers de toutes les paraboles sont sur une droile^ 
faisant avec V horizon l angle 27. ^ double de celui du plan 
incliné, et passant par le point de départ de la sphère. 

Les droites DS, D'S', D'S*... étant toutes divisées en 
leurs milieux parles sommets S, S' S*... il. en résulte que 
les sommets sont eux-mêmes sur une ligne droite partant du 
point A. 

D'ailleurs le point A peut être considéré lui-même comme 
foyer, sommet et pied de la directrice de la parabole AB qui 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉH. 1886. 7 
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se réduit à une droite double. Pour avoir cette droite double, 
il suffirait de supposer que la sphère a été d'abord lancée 
verticalement du point B et de bas en haut avec la vitesse 

initiale 

t\ = \/2gh. 

Isochronisme des bonds. — Désignons par t^ le 
temps employé par la sphère lancée du point B verticalement 
de bas en haut, avec la vitesse initiale Vq définie par la for- 
mule (1), pour revenir au point de départ ; désignons de 
même par t^ la durée du premier bond, par f^ celle du second, 
par ^3 celle du troisième et ainsi de suite. 

On sait que le temps / employé pour atteindre le point le 
plus élevé A est déterminé par la formule 

v = v^ — gt 
dans laquelle on fait t; = o, ce qui donne : 

9 
D'ailleurs le temps de la chute est égal à celui de Tascensiou ; 

on aura donc 

t =^. 

Nous avons trouvé aussi 

2Vç. 


On passe de t^ à t^ en remplaçant dans la formule 



2Vi cos a 

* g cos a 
1^1 par v^ et a par ot", et on aurait tn par la formule 

IVn - 1 cos an _ i 



tn = 



Or 



g cos * 



Donc 



r„ _ i = Vq\/ I + 4(^ — I )w sin^ a 

cos a 
cos *,»-!= ,- , ^ == 

y I -{- 4(yi — i)n sin* a 

9 
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On a donC; en résumé : 
En particulier, si l'on fait 

—-- I ? 

9 

d'où 

^'o=4"»9044 

et 

h = I°^,226l, 

c'est-à-dire que si on lance verticalement la sphère de bas 
en haut avec une vitesse initiale de 4^^,9044 ou si on la 
laisse tomber d'une hauteur de i",226i au-dessus du plan 
incliné, cette sphère reviendra toucher le plan après chaque 
seconde, et cela quelle que soit l'inclinaison a du plan. 

Loi de progression de la projection horizontale 
de la vitesse. — On a vu que pendant chaque bond, la 
projection horizontale de la vitesse est constante. Les durées 
hy ^21 h ' » < tn étant égales et les amplitudes . . . A^Aj. . . A„ 
comme- la suite naturelle des nombres entiers i, 2, 3 ... ai, 
il en résultera qu'en désignant par t^o, Vxi, i\i, i\3 . • - les 
projections horizontales de la vitesse pour la 1°, la 2*^, la 3*^ 
. . . parabole, on aura : 

' X2 ^~— ^^xa • • • eic 
Les vitesses horizontales suivent donc la loi de progression 
des nombres entiers, comme les amplitudes. 
On peut encore le vérifier sur les expressions que nous 

avons trouvées pour r^o» ^-xi ^Va . . • 

VxQ = Vf^ sin 2a 

i^xi = t^i sin (a + a') 

V^^ = Vj sin (a -f a") 



t^xii-i = t\»-i sin (a + a^-i). 



On a d'ailleurs : 



Vn_i = Vqv/ I -}- 4(w — i)w sinV 
sin ((X + ^n-i) = sin a cos an~ + COS a sin a,t_i * 
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D'autre part, nous avons déjà trouvé 

(2n — I ) sin a 
sin a„_i = ^ 



cos a„_i = 



on a donc : 



v/i + 4in — i)n sin*a 
cos a 

\/ 1 4" 4(w — i)^ sin*a 



. , , , 2n sin a cos a 

sin (a + an_i) = 



\/ 1 + 4(n — î)n sin*a 



et comme 
il vient enfin 



2 sin a cos a = sm 2a, 



(A suivie.) 



UOMNIFORMULE DE CUBATURE 

Par M. Casimir Rey (*). 
[SuUe, voir p. 124.) 



NOTES DIVERSES 

28. Note I (voir § 16 et fig. 9j. — Soit un volume V 
limité par des fuseaux cylindriques circonscrits à Thémisphère 
de rayon r et par le plan servant de base à l'hémisphère. 

Sa hauteur est r et sa base est le polygone d'aire B circon- 
scrit au grand cercle qui sert de base à l'hémisphère. 

Après réductions, l'omniformule donne 

V=|rxB, (1) 

d'une part» 

De l'autre, si on appelle S la somme des aires des fuseaux, 
on voit facilement que le volume a pour mesure cette surface 
S multipliée par le tiers d*i rayon, d'oh 
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En éliminant V entre (I) et (2), on obtient l'expression 
remarquable 

S = 2B, 
fort utile pour Tévaluation des voûtes en arc de cloître en 
plein cintre. 

Pour B carré, S = 8r*. 

D'une façon générale, si un volume V peut être évalué à 
la fois par Tomniformule et par une fonction simple do la 
surface latérale S, en égalant les deux valeurs de V, on 
obtient une expression simple de la surface latérale. 

On retrouverait ainsi l'expression de la surface do la 
sphère, etc. 

29. Note II (voir § 21, fig. ii). — Si on coupe un hy- 
pei'boloïde et son cône asymptote par des plans parallèles donnant 
lieu à des couronnes elliptiques, ces couronnes ont la même aire. 

Considérons les deux couronnes FF'DD'; GG'EE . 
Nous aurons 

aire ellipse FF' _ GF'^ 

aire ellipse DD' "*" CD» 

car ces deux ellipses sont semblables; donc 

aire couronne FFTD' __ CF» — CD' 

aire ellipse FF' ~ CF*^ 

T-T-rr^T^. airc cllipso FF' ..^^, ,_., 

ou aire couronne FF DD = -^ ^X(CF*— CD)». 

CF* ^ 

De même 

aire couronne GG'EE' =^ilî4iS^^^'x(G'G»-C'E»). 

Les seconds membres de ces égalités sont égaux parce que 
aire ellipse FF' aire ellipse GG' 

CF» ~ (TG* 

les deux ellipses étant semblables. 
D'ailleurs 

CE» — CD» = F'D X DF 
et 

C'G» — CE» = G'E X EG 
sont des quantités égales d'après le théorème de Newton 
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relatif au produit des segments des cordes parallèles compris 
entre les asymptotes et les branches de l'hyperbole. 
On en conclut 

aire couronne FF'DD' = aire couronne GG'EE'. 



30. Note III. Formule de Simpson pour les aires 

4 voir § 24). — Cette formule de quadrature se déduit facile- 
ment de Yomniformule dans laquelle on remplace B, 6, B' 
par (yo, y., yi\ puis par (y,, y*, y,), etc. 
Soit 

y = Ao2* + Atz + A^. 

La primitive de y par rapport à z est 

et un raisonnement identique à celui du § 24 (en y rempla- 
çant s par y) donne 

aire AGca = — (y, + 4y, + 1,,) = - (y^ + 4y, + y^) 

C€ d 

aire GEec = -^ (y, + 4y^ -f y^) = _ (y, + 4^^ + y,) etc. 

y = AoJj* -f- A^z -\- A, représente une parabole dont Taxe 

•est parallèle à 
OY et qui est 
tournée dans 
un sens ou dans 
l'autre, suivant 
que Ao est posi- 
tif ou négatif. 
Donc la mé- 

2n*J 

thode de Simp- 
son consiste à 
, prendre, au 
lieu de Taire à 
évaluer, celle 
déterminée par 

des arcs successifs de paraboles dont les axes sont parallèles 

k OY. 
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Chaque arc de parabole, Tare ABC par exemple, a ses trois 
ordonnées Aa, B6, Ce équidistantes, ot les coordonnées des 
trois points A, B, C déterminent les valeurs A^^, Aj, A, des 
trois paramètres de la parabole à laquelle ils appartiennent. 

(A suivre.) 



THEOREMES 



SUR LES INTERSECTIONS d'uN CERCLE ET d'i'N TRLVNGLE 

d'après m. h. m. taylor, m. a. 

Par M. Emile Tif^arié, élève do l'École des Mines. 

[Suite, voir p. 106.) 



5. — Les autres questions exigeant une démonstration 
qui ne peut être donnée dans la partie élémentaire de ce 
journal, nous nous contenterons d'indiquer les résultats : 

Le lieu du centre du cercle aj^y est une ligne droite dont 
l'équation en coordonnées bmycentriques est 

^ sin (a -x')-\-l sin (p - f) +f sin (y - y') = O (5) 

Il U (y 

Les distances dû centre (a, p, y) aux côtés de ABC sont : 

Za = r cos (p — 6) ) 

Bb = r cos (y — a + G — 6)[. (6) 

8, = r cos (a + Y — B — Ô)) 

Dans le triangle ABC on peut inscrire un triangle minimum 
semblable à aj3y, les distances du centre du cercle circonscrit 
à ce triangle aux côtés de ABC sont : 

R /sin p sin p' sin y 



8' =- 
"" L« sin A 



K= « 



'6 



L» sin B 



/sin p sin p sm y sm y \ 

V sînB ' sinC ) 

/sin a sin x sin y sin y\ ( ^. 

I V sin A + ■" sin C ) (' ^'^ 



^, _ R /sin a sin a' sin p sin p\ 
® " '"" L* sin C \ siÊTI ' sin B / 
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6. — L enveloppe de chaque côté du triangle a^y, a'p y est une 
parabole qui touche deux côtés du triangle ABC. 

Ainsi Tenveloppe de py est une parabole tangente à AB ot 
à AG. 

7. — L'enveloppe du cercle a^y est une conique. 

Le centre de cette conique est le centre du cercle circons- 
crit au triangle minimum; les distances du centre de la 
conique aux côtés du triangle ABC sont donc données par les 
formules (7). Les axes de la conique sont ; 

r. et ^^l/^,_ 8in(P- M 
r sin* cp 

r^ est le rayon du cercle circonscrit au triangle minimum, 
Oi la valeur de ô qui rend le rayon minimum et cp l'angle que 
fait la droite (o), lieu du centre du cercle a^y, avec BC. 

Ces quelques propositions étant établies, nous pourrons en 
tirer des propriétés des principaux cercles remarquables du 
plan d'un triangle. 

8. Tous les théorèmes précédents peuvent être démontrés 
plus simplement, sans calculs, grâce à une note de M, Neu- 
berg (*) qui a pour objet de préciser et de compléter les 
relations données par M. H. Taylor en les rattachant à la 
théorie des figures semblablement variables et à celle des 
podaires obliques d'un foyer d'une conique. 

Nous allons en terminant cette note indiquer les nouveaux 
résultats donnés par M. Neuberg. 

Si un triangle apy, variable sous les conditions de rester 
constant de forme, est inscrit dans un triangle donné ABC, 
les cercles circonscrits aux triangles Apy, Bya, Ga^, se coupent 
en un même point F fixe par rapport à ABC et par rapport 
au triangle mobile apy; donc : 

Lorsqu'un triangle a^y reste semblable à lui-même et inscrit 
dans un triangle fixe ABC, // existe un point du triangle mobile 
qui est fixe; ce point est celui d'où ton voit les côtés de apy sous 

(*) Celte note est insérée dans les « Proceedings of the London Math, 
Societyy vol. XVI, n» 224 (12 février 1885). Elle a pour tilre : « Sur les 
figures semblablement variable 
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des angles supplémentaires de ceux de ABC, et les côtés de ABC 
soiis des angles respectivement égaux aux sommes des angles cor- 
respondants des deux triangles (*). 

Le point F est un centre permanent de similitude du triangle 

Si on mène FM, FN, FP perpendiculaires à BC, CA, AB, le 
triangle MNP est une position particulière du triangle ofpy: 
c'est le minimum de apy. 

Les côtés a,8, 67, ya du triangle apY enveloppent trois para- 
boles touchant deux côtés du triangle ABC et ayant pour foyer 
commun le point F ; les sommets de ces courbes sont les projec- 
tions de F sur NP, PM, MN. 

Le cercle MNP rencontre les côtés de ABC on trois nouveaux 
points M', N', P' qui sont les projections d'un point F' symé- 
trique de F par rapport au centre D de MNP. Les deux 
points F, F' sont deux points inverses; ce sont donc les foyers 
d'une ellipse U inscrite à ABC; le cercle MNP est la podaire 
de F et F' par rapport à U, le diamètre EF'E' du cercle 
est un axe de U, le second axe est dirigé suivant la 
droite Dd qui joint les centres des cercles MNP, a^y. 

Soient a', p\ y' les intersections de BC, AC, AB avec le 
cercle a^y. Le triangle a'^Y reste toujours semblable à lui- 
même* lorsque le triangle a|3y est constant de forme. Donc : 

Si les triangles a^y, a'^y tournent respectivement autour de 
F, F' avec des vitesses angulaires égales, mais en sens contrairCj 
leurs sommets sont toujours sur une même circonférence. 

Le cercle aj3y a'^'y' ^ P^"^ diamètre les droites II', EK' qui 
passent par les foyers FF' de Tellipso U et sont limitées aux 
tangentes menées par les sommets E, E' de U. Donc 

La conique U est l'enveloppe du cercle apy a'p'y'. 

Enfin nous dirons en terminant que M. Artzt vient de 
publier (mars 1886) un mémoire important concernant les 
triangles semblables circonscrits à ABC, dans lequel il consi- 
dère douze groupes de triangles circonscrits semblables à un 
même triangle. 



(*) Voir : Nouvelles Annales de Math, t. XVIIl, p. 48. Nouvelle Corresp, 
Math. t. VI, pp. 65, 72, 219, 321. Maihesis, t. I, p. 106. 

JÛUaNAL DS UATH. ÂLÉH. 18^6. 7. 
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GÉNÉRALITÉS SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'ORDRS p 
Par M. G. de |jOHgeliaaip0. 

[Suite, voir p. 127.) 



DÉVELOPPEMENTS SUR LES POINTS ASSOCIÉS A l'iNFINI 

14. Le point Moo qui est associé à rinfini avec un point 
donné M donne lieu à une remarque importante que nous 
allons développer. 

Ordinairement, lorsque deux points M, M' sont associés 
l'un à Fautre, leurs coordonnées vérifiant les relations 

/i(a',^',/) A(*',^',ï') /3(a',?',r) 

on peut déterminer a, p, y connaissant a', p', y' ; et, réciproque- 
ment, la connaissance du point M' entraîne celle d'un ou 
de plusieurs points M. Mais cette règle générale est soumise 
à certaines exceptions qui tiennent à ce que des équations 
données peuvent être, dans certains cas particuliers, incom- 
patibles ou indéterminées. 

C'est ce qui se produit pour le point Moo et nous allons, 
à ce propos, préciser le rôle que ces points, que nous intro- 
duisons ici pour compléter les opérations élémentaires (*) 
que l'on peut effectuer avec les coordonnées d'un point, sont 
appelés à jouer dans la géométrie du triangle. Nous allons 
montrer que la connaissance du point Moo n'entraîne pas 
celle du point M, mais qu'elle détermine seulement une 
droite à laquelle appartient ce point. Si Ton peut trouver un 
second lieu géométrique de M, celui-ci se trouvera donc 
déterminé. 

Soient ao, Po> To les coordonnées d'un point M; a^, p^, y^ 
celles de son associé à l'infini. Nous avons donc, d'après la 

^ , ,^ ■ llll _ _ !■■ I ' ^ I ■-■■!■ 11^ 

(*) On pourra consulter pour mieux comprendre le terme (Rations 
élémentaires que nous employons ici, le tableau qui termine ce travail. 
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défiDltion de ces points 



Ces relations déterminent nettement aj, Pj, y^ quand on 
donne ao, Po ^^ y^; mais la réciproque n*est pas exacte et elle 
constitue fobservation délicate que nous avons visée tout à 
Fheure et qui nécessite les explications présentes. 

Si nous supposons connues a^, pj, yi et si nous cherchons, au 
moyen des égalités (1), à calculer ôLq, Po, Yo> nous devons d'abord 
observer que le système est incompatible si nous n'avons pas 

«1 + Pi + ïi = o. ^ (2) 

Mais supposons que cette condition soit vérifiée ; suppo- 
sons, en d'autres termes, que le point a^, p^, yi» considéré, 
soit à l'infini, dans une direction correspondant aux nombres 
<*!• ?u ïiî nous allons montrer qu'il y a une infinité de points, 
situés sur une droite déterminée, admettant ce point comme 
associé à l'infini. 

En effet, les deux égalités (i), si l'on tient compte de (2), 
se réduisent à la seule relation 

ai(Yo — «o) — Pi(Po — ïo) = O, 

que l'on peut encore écrire, vu l'équation (2), 

«lao + PA + YiYo =o- 
Les inconnues ao , p„ , yo vérifiant une seule équation, le 

point correspondant M n'est pas déterminé; mais, si l'on 
considère ao, po, yo comme coordonnées courantes, on voit 
que ce point mobile M appartient à une droite {a correspon- 
dant à l'équation 

*!« + M + YiY = o, 
et nous pouvons rechercher la position de cette droite dans le 

plan du triangle de référence. 
A cet effet, considérons la transversale réciproque (Xo, 

- + r + 7 = °' 

ai Pi Yi 
cette droite est donc harmoniquement associée au point 
donné Mœ. Concluons donc : étant donné un point à VinfiniM^, 
si Von prend la droite {jl, harmoniquemeni associée à ce point, 
puis la transversale réciproque if^; tout point y pris sur \j^, admet 
le point Moo pour associé à l'infini. 
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On observera que les droites telles que fi. passent toujours 
par le centre de gravité du triangle de référence, et il résulte 
de cette remarque une construction rapide pour la trans- 
versale (X. 

Supposons que Mo, soit à Tinfini dans la direction AD; 
prenons D' conjugué harmonique de D, puis D" isotomique 
de D'; en joignant D' au centre de gravité E nous avons la 
droite (x demandée (*). 

En résumé, la connaissance du point M* ne donne pas oelle 
de M; on peut seulement déduire de cette connaissance celle 
d'une droite sur laquelle est situé M et la détermination com- 
plète de celui-ci exige que Ton sache encore trouver un autre 
lieu auquel il appartienne. 

Dans la pratique, on peut opérer de deux façons. 

L'égalité «i + Pi + Yi = ^ 

permet de poser 

«1 = 61 — Cl , pi = Cl — Oi , Yi = «1 — &i , 
^1 ) ^1 > Cl étant ainsi déterminées, mais d'une infinité de 
façons différentes. En considérant «i , ô^ , c^ comme les coor- 
données d'un point M,, on voit queMi appartient à la droite |x 
qui vient de nous occuper; cette droite n'est donc autre 
chose que MiE, E désignant le centre de gravité du triangle. 

On peut aussi déterminer [a de la façon suivante. En fait, 
on connaît tout aussi bien les coordonnées de M et celles de 
M«, mais la question qui se pose est celle qui a pour but la 
détermination du point M connaissant ses coordonnées, par 
le secours de lieux géométriques remarquables ; la détermina- 
tion de ceux-ci donne alors certaines propriétés de la 
géométrie du triangle. D'après cela, on pourra chercher 
l'équation de la droite ME; puis, cette équation étant formée, 
on examinera si elle ne comporte pas quelque solution simple. 
L'étude du point M» n'a précisément d'autre but que de mettre 
cette solution en évidence. 

Mais un exemple fera mieux comprendre le but précis et 
l'utilité des considérations précédentes. 

, (*) Cette eoDstruction est l'inverse de celle que nous avons indiquée 
plus haut (§ 14) pour déduire d'un point donné le point associé à Too. 
Le lecteur est prié de se reporter à la figure de là p. 132. 
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15. Application. — On rencontre fréquemment dans la 
géométrie du triangle les biuômes : 

a" — bcy b^ — ac, c' — ab; 

proposons nous de fixer la position du point M (a, p, y), 

a^ — bc b^ — ac c^ — ab ' 

L'associé à l'infini a pour coordonnées 

6' — c=* -{- a{b — c), 

ou 

(6 — c) (a -f- ft + c), 

ou, plus simplement, 

b — c, c — a, a — b. 

Or ce point est aussi Tassocié à Tinfini du point dont les 

coordonnées sont 

û, b, c, 

c'est-à-dire du centre I du cercle inscrit. Concluons donc que 

le point M appartient à la droite qui joint le centre de gravité 

E au centre I du cercle inscrit. 

Le point M n'est pas déterminé par cette remarque; nous 
en avons tout à l'heure donné la raison. Pour rendre tout 
à fait explicite la position de M, il faut trouver une 
seconde droite sur laquelle se trouve ce point et, pour cela, 
appliquer l'idée que nous avons donnée à la fin du paragraphe 
précédent. Cette idée, généralisée, consiste à joindre M à Un 
point remarquable du triangle et à chercher ensuite une 
solution simple de l'équation ainsi obtenue. 

Les points les plus simples, dans le plan du triangle de 
référence^ quand on considère leurs coordonnées, sont, après 
le centre de gravité que nous venons d'utiliser et qui, par 
conséquent, ne peut plus nous servir, le centre du cercle 
inscrit et le point de Lemoine. 

Dans le cas présent, mais le fait est tout exceptionnel, 
nous ne pouvons pas prendre le centre du cercle inscrit; nous 
aurons donc recours au point de Lemoine ; soit K ce point. 

L'équation de KM est 

a p ï ' 1 . " 

a^ . 6» c* =0, 

a* — bo 6* — aç c* — ab 
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OU 



a 


P 


ï 


a» 


h^ 


c» 


bc 


ac 


ab 



o, 



ou enfin ^ a t. {b^ -^ c') = o. 

Parmi les solutions remarquables de cette équation on 

aperçoit celle-ci : 

aa = 6p = cy. 

Le point correspondant eslle réciproque du centre du cercle 
inscrit; ainsi : le point M appartient aussi à la droite qui joint 
le point de Lemoine au réciproque du centre du cercle inscrit. 

Le point M se trouve donc bien déterminé et c'est ainsi 
que Ton peut, dans un grand nombre de cas, ou fixer la situation 
d'un point donné dans le plan du triangle; ou, quand cette 
position est connue, trouver des droites remarquables aux- 
quelles appartient le point considéré. Nous reviendrons 
d'ailleurs, à propos des points isobariques, sur la construction 
du point associé à l'infini. (A suivre.) 



SUR LE POINT DE NÂGEL 

Par M. E. Vigarié. 



Étant donné un triangle ABC, si on joint ses sommets aux 
points de contact du cercle inscrit avec les côtés opposés, on 
a trois droites qui concourent en un point w appelé point de 
Gergonne. Si l'on joint les sommets aux points de contact des 
cercles ex-inscrits avec les côtés, on a encore trois droites qui 
concourent en un second point I^. Les deux points w, \\ sont 
réciproques (dans le sens défini par M. de Longchamps) (*). 

Ce point I^ que l'on rencontre dans les questions 94 (G. de 
Longchamps, 4885, p. 92), 178, 186, 195 (G. Boubals), pro- 
posées aux lecteurs de ce journal, a été employé par beaucoup 
de géomètres, notamment par M. Brocard (J. de spéciales, 

" — ' ' — — 9 ...... 

(*) Il est sous-entendu que le sommet A du triangle ABC considéré, 
doit être joint au point de contact du cercle ex-inscrit qui touche le 
segment BG. 
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1884, p. 207), par M. Lemoine (J, de spéciale^y 1883, pp. 3-6, 
24-33, 49-51 ; Divers exercices de Mathématiques Élémentaires 
1884-188«). 

Ce point paraissait avoir été étudié pour la première fois 
par M. Ad. Hochheim, dans un mémoire intitulé « Ueber den 
fûnften merkwUrdigen Punkt (Archives de Grunert-Hoppe, t. LII, 
pp. 2(>-40, 1871), et quelques géomètres lui avaient donné le 
nom de point de Hochheim. Le mémoire de M. Hochheim 
contient les coordonnées cartésiennes du point I^, ses dis- 
tances aux principaux points remarquables (centre de gra- 
vité G^ centre du cercle inscrit I, centre du cercle circonscrit 0, 
orthocentre H), d'où il tire la relation 

2GI = Gi;; (1) 

enfin il étudie divers lieux géométriques (au nombre de sept) 
obtenus en faisant varier un élément du triangle. 

C'est, croyons-nous, à M. Nagel, recteur de l'École indus- 
trielle (Real-Schule) à Dlm, que revient l'honneur de la 
découverte du point I^. Cette intéressante indication biblio- 
graphique, qui nous a été communiquée d'abord par 
M. H. Brocard et quelques jours après par M. J. Neuberg, 
est facile à contrôler. On trouve, en effet, dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques de 1860, cinq théorèmes énoncés 
par M. Nagel (voir pp. 354-355) : de ces cinq théorèmes, trois 
se rapportent au point l[. Plus particulièrement le théorème I, 
en tenan tcompte d'une note rectificative de Terquem (loco» cit. 
p. 440), donne la construction du point I[ telle que nous 
l'avons indiquée ci-dessus et la relation (I), Le théorème V 
donne la construction des points associés de I^ (dans le sens 
défini par M. Lemoine ; J, Spéciales, 1885). 

D'après des renseignements que nous devons encore à 
l'obligeance de M. Brocard, ces théorèmes ont été énoncés 
par M. Nagel en 1836, dans un travail intitulé : « Untersvr^ 
chungen Uber die Kreise am Ureitck » (Leipzig). 

Le droit de priorité appartenant, jusqu'ici, à M. Nagel, et 
M. Brocard ayant vérifié que dans les volumes des Nouvelles 
Annales de Mathématiques antérieurs à 1860 il n'est pas fait 
mention de ce point remarquable, nous croyons, et c'est 
l'opinion de M. Brocard, que Ton doit changer le terme de 



m) 
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point de Hochheim pour celui de Point de Nagel. Nous devons 
ajouter, enfin, qu'une réclamation analogue a été faite, en 
faveur de M. Nagel, par M. Reuschle (1853 et 1854). 



VARIETES 



M. Ed. Lucas nous adresse le tableau suivant pour la 
décomposition en facteurs premiers des nombres de la forme 
10" ± I. La plupart de ces résultats ont été donnés par 
W. Looff, conseiller à Gotha, et publiés par Reuschle dans 
les Neu£ zahlentheoretische Tabellen (1S56). Depuis, M. Lelasseur 
a donné la décomposition, assurément difficile, de lo*' — i 
pour laquelle Looff avait affirmé qu'il n'y a pas de diviseurs 
inférieurs à 400000. Il y aurait lieu de combler les lacunes 
indiquées dans ce tableau par des traits noirs. 



n 



10" — I 



n 



10" + 



3. 33.37. 

5. 3'.4i.27i. 

7. 32.239.4649. 

9. 3<.37.333667. 
II. 3'.2i649. 513239. 
i3. 32.53.79.265371653. 
i5. 3^.31.37.41.271.2906161. 
17. 32.2071723.5363221^7. 
19. 32? ^ 



21. 3'^.37.43.239. 1933.4649. 10838689. 
23. 32 ? — — i— . 



^ 25. 32.41.271.21401 ? 
27. 3\37. 757.333667? 



'2.r^oi * — 



29. 32. 3 191. 16763.43037 V 
3i. 32.2791 ? 



33. 3^.67.21649.513239?— 
35. 32. 41. 71. 239. 271. 4649? 
37. 32? 



39. 33.37.53.79.265371653? 
.41. 32.83.i23i? — — 



2. lOI. 

3. 7.1 i.i3. 

4. 73.137. 

5. II. 9091. 

6. 101.9901. 

7. II. 909091. 

8. 17.5882353. 

9. 7.1 1. 13.19.52579. 

10. loï. 3541. 27^)61. 

11. 112.23.4093.8779. 

12. 73.137.99990001. 
i3. 1 1.859. io583i 3049. 
14. 29. 10 1. 281. 12 1499449. 

i5. 7.11.13.211.241.2161.9091. 

16. 353.449.641.1409.69857. 

17. ii.io3.4oi3. 21993833369. 

18. 1 01. 9901. 999999000001. 

19. 1 1 ? 



20. 73^^7 ? 

21. 72. 1 1 . r 3. 1 27.2689.459691.909091 . 



Les barres indiquent les lacunes; mais par une méthode 
très simple extraite des manuscrits de Fermât on démontre 
assez rapidement que tous les facteurs de ce tableau sont 
tous des nombres premiers. 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Ed. Lucas. 

. . . La construction relative à tt (p. 137) est la même que 
celle qui est indiquée dans la note 3 (p. 235) du tome II 
des Récréations mathématiques; elle a été donnée dans le Jour- 
nal de Crelle (t. III)^ il y a plus d'un demi-siècle (*). 

. . . L'erreur signalée par M. Ghapron (p. 139) ne se trouve 
pas dans le Canon Pellianus de Degen (Copenhague, 1817). 
Ce Canon donne toutes les réduites de la racine carrée d'un 
nombre, jusqu'à 1000. D'ailleurs, les résultats concernant 
les applications à l'équation de Pell {x^ — Aj/' = it i ) ont 
été reproduits exactement dans les éditions postérieures de 
la Théorie de^ nombres de J^egendre. 



REMARQUE SUR LA QUESTION 139 

Par M. JLacienXéTy. 



Dans le numéro de juillet 1885, M. Delpiron donne une 
solution de la question suivante que j'avais posée autrefois : 
« Mener par un point A une droite dont les distances à deux 
points donnés B, G, aient une somme donnée 2I. Discuter en 
faisant varier la position du point A dans le plan. » 

La solution que doune le jeune auteur est très incomplète 
et je voudrais indiquer aux lecteurs ce que je demandais, 

(*) La formule que nous avons trouvée dans les archives deGninert, 
sans indication bibliographique, et la construction que nous en avons 
tirée, sont dues à M. Specht. On les retrouve aussi dans l'ouvrage 
Théorèmes et problèmes de Géométrie, par M. Catalan, 1879, p. 283. Je 
dirai ici, à ce propos, que les auteurs pourraient rendre un réel ser- 
vice & leurs lecteurs en fournissant, en même temps que leurs démon- 
strations, les indications bibliographiques correspondantes. Il n'est même 
pas nécessaire que celles-ci soient complètes, parce que celles qu*on 
donne suffisent, en général, à meltre sur la trace des autres. G. L. 
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!• La droite cherchée laisse les deux points B et G d'un 
même côté. 

Solution. — Du milieu de la droite BG comme centre 
décrivez une circonférence ayant l pour rayon : il ne reste 
plus qu'à mener à cette circonférence une tangente par le 
point A. 

Discussion. •:— Pour que le problème soit possible, il faut 
qu'on puisse mener du point A une tangente à la circonfé- 
rence, et que cette 
tangente laisse les 
deux points B et G 
d'un même côté. 

Si donc la circon- 
férence enferme les 
deux points B et G, 
il suffira que le point 
A lui soit extérieur. 
Lorsque, au contrai- 
re, les points B et C 
sont extérieurs à la 
circonférence, le pro- 
blème n'aura aucune 
solution si le point A 




Fig. y. 



est intérieur à la circonférence ou dans une des régions mar- 
quées 3 et 5 sur la fig, 1 , Il aura une solution si le point A 
est dans une des régions 2. Il en aura deux si le point A est 
dans une des régions 1 ou 4. Le lecteur verra aisément ce 
qui arrive si le point A est sur une des lignes qui séparent 
deux régions voisines. 
2** La droite cherchée passe entre les deux points. 

Solution. — Du point B comme centre avec 2I comme 
rayon décrivons une circonférence; menons une tangente à 
cette circonférence par le point G ; la droite cherchée sera la 
parallèle à cette tangente menée par le point A. 

Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que le 
point C soit extérieur à la circonférence. Ensuite le problème 
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aura deux solutions, si le point A est intérieur au losange 

BDGE (fig, 2}\ une solution, s'il est dans une des régions 

marquées 1; zéro solution, s'il 

est dans une région marquée 0. 

Le lecteur verra aisément ce qui 

arrive si le point A est sur une 

des droites qui séparent deux 

régions. 

Remarque. — Il est facile de 
voir que les solutions qui disparaissent conviennent aux 
problèmes oii Ton donnerait la différence 2I au lieu de la 
somme 2/ des distances des points B et G à la droite cherchée. 




Fig, 2. 



QUESTION 165 (*) 



Solution par M. Edmond Bord âge, professeur à Nantua. 



SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

ABGP, DEFQ, sont deux circonférence concentriques ; ABC, 
DEF, deux triangles quelconques inscrits dans ces deux circon- 
férences; P et Q, des points pris sur chacune de ces circonférences. 
Démontrer que l'on a 

qI2 + qb2 -f QC' = Pl)2 + Pl^ + PF^ 

Soient R et r les rayons des circonférences données et 
concentriques 0. 

Abaissons de A, B, C les per- 
pendiculaires AA', BB', ce sur OQ. 
Nous aurons 

Ql2_,Ra_|.,.2_|_2R.0A' 

QB^ = R2 + r« — 2R.OB 

QC* = R2-f r^ — 2R.OC'. 

Additionnons, il nous viendra 

QÂ' + QB' + W 
= 3R« + 3r* + 2R(0A' — OB' — OC). 




(*) Voyez une autre solution de cette question (J. 1885; p. 284). 
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Mais ABC étant équilatéral, la somme algébrique 

OA' — OB' — OC = G ; 
donc 

QA* + QB* + QC^ = 3R» + 3r«. 
Nous aurions de même 

PD^ + PË^ + FF^ = 3R* + 3r«. 
La relation se trouve donc ainsi démontrée. 

Remarque. — Nous pourrions remplacer les triangles équi- 
latéraux par deux polygones réguliers d'un même nombre 
n de côtés. Les sommes considérées plus haut seraient alors 
égales à n(R* -f- r^). 



QUESTION 169 

^Intion par M. Henri Martin, élève au Lycée Condorcet. 



Résoudre et discute^' Véqtmlion : 

sin U5« + 3 ^) = h sin [45^ — -^ 



(G. L.) . 

On a, en développant, 

3cc 3û!i / ce cc^ 

sin45®cos (-sin — '- cos45°=A( sin45®cos cos45®sin- ) • 

En remarquant que 

sin 45** = cos 45° 

3x 3cc 

et en développant cos — et sin — , il vient 

2 2 

/a? . x\ / . X X . ,\ 

( cos^ — sin —j (4 sin - cos — f- i — h\ = o. 

On a donc les équations 

CD , X -. . /• — — T 

COS Sin — =0, (1) sin x = • (2) 

22 2 '^ 

Les valeurs de x qui satisfont à (1) sont données par les 
formules 

a? = Ktc -| — • 
2 



ou 
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Pour que (2) donne des valeurs acceptables, il faut que 

{h- i)*<4, 

{h - 3)(A + i)< G. 



Nota. — Sotutions analogues par MM. Filz-Palrick, élève de mathé- 
maliquos élémentaires au lycée de Poitiers; René de Vaulchier, élève 
à rinstitution Sainte-Marie, à Besançon; Benezech, au collège de Cette ; 
J. Ghapron, à Bragelogne; Anatole Ghapellier, élève au lycée de Nancy; 
Ed. Bordage, professeur au collège de Nantua ; Bécla, au collège de 
Beauvais; Gaston Lamy, élève à rinstitution Sainte-Marie. 



CONCOUBS GÉNÉRAL (1886; 



Malhématiqvss élémentaires. 

On donne à l'intérieur d'un cercle de rayon R un point P dont la 
distance au centre O est égale à a. On mène par P deux cordes rectan. 
gulaires AG et BD et Ton considère les tangentes au cercle aux extré- 
mités de ces cordes. Déterminer Tangle APO, de façon que Taire du 
quadrilatère convexe EFGII formé par ces tangentes soit égale à une 
aire donnée K^ 



ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE (1886) 



Epure (2 heures i/2). 

On donne un point A sur la ligne de terre, un point S distant du plan 
horizontal de 78""", du plan vertical de 5i""", et du point A de 124""" 
Gonstruire le tétraèdre SABC dont 
la base ABG est sur le plan horizontal 
de projection, sachant que le plan BSC 
est perpendiculaire à Tarête SA, et 
que les angles dièdres AB et AC valent 
chacun 68". — On aura soin de placer 
le point A le plus à gauche possible. 

Gonstruire Tintersection de cette py- 
ramide avec le cylindre de révolution . 
qui a SA pour axe et pour rayon 55"*"'. 

Dans la mise à l'encre, on suppo- 
sera que le tétraèdre est seul et que 
le solide commun au cylindre et à la pyramide est enlevé. 
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Matliénialique)! (3 heures). 

I. Les trois côtés d'un triangle forment une progression arithmétique 
dont on donne la raison ; on connaît le rapport m de la surface de ce 
triangle à celle du rectangle construit sur les deux plus petits côtés. 

Calculer les côtés de ce triangle — Dis- 

cuterv Dans le cas particulier w = — , cal- 
culer le rayon du cercle inscrit dans le 
triangle. 

II. On a un demi-cercle AOB, une droite 
AZ faisant avec AB un angle aigu donné a ; 
trouver sur AB un point C tel qu'en élevant 
par ce point une perpendiculaire à AB on ait CD -h CE = /. 

III. Déterminer les valeurs de x compris es entre o» et iSo» qui satis- 
font à Téquation & tg Sa? = a + v/o' -|- b^. 
On fera a = 42687,8 6 = 36723,7 



BÂCCALAURÉA.T ES SCIENCES (*) 




FACULTÉ DE LYON 

22 juillet 1885 (Première série), — Les bases d'un .trapèze sont 
respectivement 5" et 9*, et les diagonales ont pour valeur iS"» et i5"". 
On propose de calculer Tangle des diagonales et la hauteur du trapèze. 

23 juillet. — Trouver un nombre de 2 chiffres tel que divisé par le 
produit de ces 2 chiffres, il donne i6/3 pour quotient et que si l'on en 
retranche 9, on obtienne le nombfe renversé. 

24 juillet. — Les trois côtés de la base d'un pyramide triangulaire 
sont égaux à 3",9o, 4 ",20, 4",5o. Le volume de cette pyramide est égal à 
i2"%oq6. On demande là surface d'une section faite parallèlement à la 
base à une distance du sommet égale à i^'jô. 

25 juillet. — I. Un ouvrier dépose, au commencement de chaque 
semaine une somme a à la caisse d'épargne, pendant n années consé- 
cutives. Quel est, après ce temps, le montant M de son livret? Le taux 
est de r pour un franc et les intérêts se capitalisent à la fin de chaque 
année. 

Application: On fera le calcul de M en admettant que a = 2 francs, 
71 = 10, r = o fr. o35. 

IL — On lance une pierre verticalement de bas en haut avec une 
vitesse initiale de 20*" par seconde; 2 secondes après, du même point 

(•) Nous devons la connaissance de ces énoncés et celle de plusieurs 
autres qui seront publiés dans le prochain numéro à l'obligeance de 
M* Bordage. 
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on lance une pierre verticalement de bas en haut avec une vitesse de 
2 5". On demande à quelle distance du point de départ les 2 pierres se 
rencontreront, si ce sera en montant ou en descendant et après com- 
bien de secondes après Tinstant auquel on a lancé la première pierre. 

27 juillet. — On fait tourner le triangle rectangle BCA autour de 
l'axe MN qui est parallèle à l'un des côtés de l'angle droit. On demande 
quelle doit être la distance AM pour que le volume engendré par le 
triangle rectangle soit égal à ao-'^SS, — On donne AB = 2'",6 et 

AC =: 2™,54. 

29 juillet. — Deux villes A et B sont éloignées de 200 kilom. Un 
chemin de fer rectiligne AX, parlant de A, passe à 87""" de B. On pro- 
pose de construire une route ordinaire allant de B au chemin de fer, 
de telle sorte que le trajet des marchandises allant dé B en A ou de A 
en B soit le moins coûteux possible en supposant que le port soit deux 
fois moindre sur le chemin de fer que sur la route. A quelle distance 
de A devra être placée la station qui reliera B à ce chemin de fer AX? 

30 juillet. — Inscrire dans une sphère donnée un cône circulaire 
droit, de manière, que la surface latérale de ce cône soit équivalente à 
celle de la calotte sphérique de même base que le cône. — Calculer 
Tangle au sommet de ce cône. 

26 octobre. — Une personne verse^ dans une banque, une somme S, 
au commencement de chaque année, pendant n années consécutives. 
On demande quelle somme A elle doit recevoir au commencement de 
chaque année pendant les 24 années suivantes pour être entièrement 
remboursée de ses avances. — Le taux est r pour un franc. ^ Quel 
doit être n pour que A soit précisément égal à S ? 

4 novembre. — I. Un triangle ABC est inscrit dans une sphère dont 
le rayon est de 4'",73. Les 3 côtés du triangle sont a = 2,"'5o, b :== 3,"'25 

I 
c — i^jSS. — On demande de calculer à — * près la perpendiculaire 

abaissée du pôle de ce triangle sur son plan. 
IL Résoudre l'équation 3 cos a; + 4 sin a? = 5. 

6 novembre. — Le rayon de la base d'un cône droit est de 3*", et 
celui de la sphère inscrite dans ce cône = 2'". On propose, d'après ces 
données, de calculer la surface et le volume de ce cône, ainsi que 
Tangle que font les génératrices avec l'axe. 

9 novembre. — Sur une droite XX% on marque n points distants 

de la même longueur a, A, B, N et on les numérote 1,2, n. 

Trouver la distance au premier point A d'un point y de la droite tel 

que la somme des carrés de ses distances Ay, B3/, Nj/ aux autres 

points donnés, multipliés par les numéros o, 2, n correspondants : 

1 X Al/* + 2 X B^* + -h n X Ny* soit un maximum. 

11 novembre. — La surface d'un triangle est de lô^nq et les lon- 
gueurs de deux des côtés sont de o" et de 5™. On propose de déter- 
miner la longueur du troisième côté et les angles de ce triangle. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



215. — On considère un triangle équilatéral ABC et le 
cercle A, inscrit à ce triangle. Du point 0, centre de A, avec 
une longueur égale au quart du rayon de A, comme rayon, 
on décrit un cercle A'. Parallèlement aux côtés BG, CA, AB 
on mène à A', dans le même sens, des semi-tangentes qui ren- 
contrent A respectivement aux points a, p, y Le triangle 
apy, ainsi formé, est équilatéral, pour des raisons évidentes ; 
démontrer : 1® que les côtés de ce triangle py, ya, a^ô passent 
respectivement par les sommets A, B, G du triangle proposé; 
2® qu'ils sont égaux à la moitié de ceux de ce triangle. 

(G. L.) 

N.'B. — En prenant les semi-tangentes opposées à celles 
qui sont considérées dans Ténoncé précédent, on détermine un 
second triangle équilatéral a'pY V^^ jouit, bien entendu, des 
mêmes propriétés que celles que nous proposons de recon- 
naître au triangle apy. 

216. — Un triangle ABG étant inscrit à un cercle, soient 
EDF le diamètre perpendiculaire au côté AB, et G la projec- 
tion de G sur EF : la demi-somme des côtés AG, BG est 
moyenne proportionnelle entre les segments DF, GE; leur 
demi-différence est moyenne proportionnelle entre les seg- 
ments DE, FG. (Catalan.) 

Nota. — Dans renoncé de la question 2c 3, question dont nous avons 
déjà reçu plusieurs bonnes solutions, nous avons omis de dire que A 

désignait le point de contact de À et de a'. 

G.L. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMBRIB CBNTRALB DES CHB1I1N8 DB FER. — I]iPRIMBRIB CililX. 
■OB BBRaÈRB, SO, PARIS. — 18834-6. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 169 

L'OMNIFORMULE DE CUBATURE 

Par M. CMlmir Rey 

(Fin, voir p. 148.) 



31. Note IV. — Eq 1848 {Nouvelles Annales, t. VII), 
Finck publia un mémoire que nous avons utilisé dans une 
partie de notre travail et la formule de cubature dont nous 
nous occupons ici, fut nommée formule de Finck par les 
élèves de Téminent professeur de Strasbourg. 

Cependant il terminait ainsi son mémoire : 

« Tout cela est renfermé dans un théorème de Sarrus dont 
voici renoncé : 

» Si dans un corps, toute section parallèle à un plan donné a 
son aire exprimée par A -j- Bz + Cz' où z est la distance de la seo- 
lion au plan ; A, B, G sont des constantes; un segment quelconque, 
renfermé entre deux plans parallèles au même plan, se mesure par 

|(b + 4b' + b') 

)j Un peu d'intégral suffit pour la démonstration {b, V 
sont les sections extrêmes, h" est la section équidistante des 
premières). » 

Cette déclaration a conduit sans doute M. Dupuis. Tauteur 
des Recherches sur le Nombre de Platon, à nommer du nom 
de Sarrus, la formule dont il donne seulement l'énoncé dans 
la dernière édition de ses Tables de logarithmes. 

Mais voici ce que nous écrit le capitaine Brocard qui a 
bien voulu nous aider de ses excellents conseils pendant la 
rédaction de notre travail et dont tous les lecteurs des jour- 
naux de mathématiques connaissent les belles découvertes 
géométriques, la grande érudition : 

« 11 serait extrêmement intéressant de trouver Irace de ce 
théorème dans un écrit de Sarrus, pour mon compte je n'en 
ai pas remarqué... Consulter sur le même sujet {Journal de 
Crelle, t. XLV, 18S3) une note d'August de Berlin relative à 
une formule de cubature qu'il avait fait connaître dès 1849 
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dans un programme scolaire (volumes de révolution du second 
degré). L'auteur remarque l'application de sa formule aux obé- 
lisques, comme Finck l'avait observé dans sa Géométrie (3"® édi- 
tion, p. 458). 11 cite comme ayant employé ou signalé cette 
formule Chapman, Prony, Eytevelein, Poncelet, Brix, Steiner. 
» Steiner en a même donné une démonstration géométrique 
{Journal de Creile, t. XXIII, p. 275). » 

Le Bulletinde la Société de statistique de V Isère (1 882) contient sur 
la question un intéressant travail de notre collègue M. Latars. 

Le théorème fondamental du § 5, accompagné de quelques 
applications, est actuellement enseigné par beaucoup de 
professeurs ; il se trouve dans le Traité de Géométrie de 
MM. Rouché et de Gomberousse § 656, dans celui de M. Vac- 
quant § 659, dans V Appendice aux Exercices de Géométrie^ par 
F.l.G et probablement dans beaucoup d'autres ouvrages. 

M. Bertrand {Traité de Calcul intégral, chap. II, p. 409), 
donne la formule pour les volumes engendrés par une 
surface plane 5 = AqZ* -f" A^.^ + Aj se mouvant parallè- 
lement à elle-même dans le sens des z et M. de Longchamps 
nous signale la thèse de M. Pujet {Des Quadratures, juillet 
1868) dans lequel le vœu émis. § 1 est déjà exprimé. 

Dans une note ajoutée au mémoire de Finck, Terquem 
revendiquait le Théorème en faveur de Koppe qui en 1838 
avait publié {Journal de Crelle, t. XVIII) le théorème suivant: 

a Un corps, ayant pour bases deux polygones parallèles et 
pour face des trapèzes, est équivalent à un prisme ayant pour 
base l'aire de la section parallèle faite à égale distance des deux 
bases, et augmenté du douzième de Vaire du polygone qui a les 
mêmes angles que les polygones et qui a pour côtés les différences 
des côtés homologuas. » 

Enfin quelques-uns attribuent le théorème à Maclaurin, 
d'après un article de M. Maleix publié dans les Nouvelles 
Annales (t. XIX, 1880, sur l'évaluation de certains volumes) 
oîi l'auteur dit: 

a On retrouve pour expression V, dans ces hypothèses, 
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formule due à Maclaurin (Fluxions n® 848; 1742). » Or dans 
son Traité des fluxions Maclaurin ne s'occupe pas de cuba- 
tures et la formule du n^ 848 n'a que la forme de Tomni- 
formule, comme on va le voir. 

Le n® 848 du Traité des ftuooions fait partie du chapitre IV 
(livre II) intitulé : 

a De Taire des figures quand leur ordonnée est exprimée 
par une fluente. » (Une fluente est une fonction dont on 
considère les dérivées ou fluentes successives.) 

Dans le n® 848, Maclaurin considère Taire AF/a comprise 
entre les ordonnées FA, /a. 

Il appelle A la somme des ordonnées FA et /a; B Tor- 
donnée BE équidistante de FA et fa; R la ligne Aa et il 
démontre que : 

« L'aire AF/a = \.^ R h \ , etc. » 

6 9 X 720 ' 8i X 3240 

8, Ç etc. sont ce que nous appelons actuellement les diffé- 
rences 3"*®, S"e, etc. de y par rapport à Tabscisse, pour 
t/j = /a, j/q = FA. Les abscisses sont comptées à partir du 
point 0. 

Maclaurin observe que si Ton néglige 8, î etc. Taire devient 

_-^— R. 

mais il n'indique pas, ou plutôt il ne rappelle pas, quand ces 
différences sont négligeables et il ne traite pas l'application 
aux cubatures. 

Si un nom d'auteur devait être donné à la formule, celui 
de Simpson pourrait être mis en avant, avec des titres à la 
revendication, plus justifiés que ceux des savants déjà cités. 

Il est de fait impossible d'attacher un nom d'auteur à 
toutes les formules. Beaucoup d'entre elles ont un grand 
nombre d'ascendants et la recherche de la paternité ne con- 
duit alors, le plus souvent, qu'à des discussions stériles. Dans 
ce cas, le mieux n'est-il pas de choisir un nom de qualité au 
lieu d'un nom propre? 

C'est ce qui nous conduit ici à proposer le nom d'omnifor- 
mule de cubature; il se justifie de lui-même et nous serons 
heureux de le voir adopter. 



172 JOCBRAL OK BATIltaATIQCEX tUbUEXTAIUS 

PROBLÊME DE MÉCANIQUE 

Par H. E4* CSallIet» professeur au Lycée d'ÀTignoo. 

{Fin, voir p. 121). 



Valeur absolue de la vitesse de la sphère en un 
point quelconque de sa trajectoire. — Prenons pour 
origine le point de départ de la branche parabolique sur 
laquelle se trouve le point considéré et pour axes de coor- 
données, une horizontale et une verticale passant à l'origine. 

Désignons par Y^ la vitesse de départ sur cette branche 
parabolique; par H la distance de l'origine à la directrice 
commune ; par Y» et Yy les projections horizontale et verti- 
cale de la vitesse Y à l'époque t; par p l'angle de la vitesse 
de départ avec la normale au plan incliné ; enfin par x et 
1/ les coordonnées du point considéré. 

Nous avons 

Y? = 2.(/H 

Y, = Yo sin (a + p) 

Yy = Yo cos (a + p) — gt 

X = Y^t sin (a -}- P) 

y = Y,t cos (a + P) — i gt^ 

Puisque Y* = Y^ + Y\, on aura 

Y\z=L Y? — 2fftYo cos (a + p) + gH^ 
Or, si on laissait simplement tomber la sphère du point 
de la directrice commune situé verticalement au-dessus du 
point considéré, la vitesse Y^ acquise dans cette chute libre 
de hauteur H — y, serait donnée par la formule 

Y\ = iq^-y), 

Yn I 

En remplaçant H par — et y par Yo^ cos (a -f~ P) ff^*» 

on aura : 

Y? = l - %gi^, cos (a + p) + €i\\ 
On voit ainsi que, quel que soit t^ on a toujours 

Y — Y 
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c'est-à-dire, qu*en un point quelconque de sa trajectoire, la 
vitesse absolue de la sphère est la même que si cette sphère tom- 
bait directement en ce point à partir du point de la directrice 
commune qui lui est verticalement superposé. 

On a vu, qu'en particulier, les vitesses B', B'... peuvent 
être obtenues par les chutes libres K'B', K'B'... 

Cas particuliers. — Les solutions et considérations qui 
précèdent s'appliquent à une valeur quelconque de l'angle a 
du plan incliné avec le plan horizontal. 

1** Dans le cas particulier oli a = o, c'est-à-dire quand le 
plan donné est horizontal, les résultats généraux deviennent 

A = A' = A' =. ... = o 
tg a = tg a' == tg a' = ... =•. o 

Mouvement sur le plan horizontal. — Après un 
certain nombre de bonds, dépendant de la longueur du plan 
incliné, la sphère viendra rencontrer le plan horizontal en 
un certain point B. 

Supposons, comme le représente notre figure, que la troi- 
sième branche parabolique ait une de ses extrémités B" au- 
dessus du plan horizontal et l'autre extrémité B'" au-dessous 
du même plan ; cette branche se termine sur le plan horizontal 
OXX' en un point B^ que nous nous proposons de déterminer. 

Pour cela nous rappellerons qu'en un point quelconque 
d'une parabole, la sous-normale est constamment égale à la 
distance F'^D" du foyer à la directrice et la sous-tangente 
est double de la distance du sommet au pied de la perpen- 
diculaire abaissée du point considéré sur l'axe. 

Nous prendrons donc GR = F^'D" et S'T == S'G pour dé- 
crire ensuite sur VR comme diamètre une demi-circonférence 
qui* coupe la trace OXX' du plan horizontal précisément au 
point Bi cherché. 

La tangente à la branche B^S^'B^ en Bj est la droite B^Y 
' et, en prenant l'angle K^fi^ égal à l'angle KiB^V on aura 
suivant Hfi^ la direction de la vitesse initiale du premier 
bond tout entier sur le plan horizontal. 

Nous savons d'ailleurs que la vitesse suivant B^Ci est égale 
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à celle que produirait la chute directe de la sphère suivant 
K^Bi ; nous déterminerons donc les éléments de cette qua- 
trième branche comme nous Ta vous fait pour les précédentes. 
Le deuxième point d'intersection X' avec le plan horizontal 
sera symétrique de'B^ par rapport à Taxe DiFiEj de cette 
branche ; de plus la vitesse en X' sera égale à la vitesse en 
Bj et également inclinée sur le plan horizontal. 

On aura ainsi sur le plan horizontal une série indéfinie de 
bonds identiques ayant leurs sommets et leurs foyers sur 
deux droites parallèles à la directrice commune ADj. 
c'est-à-dire que les amplitudes et les angles de réflexion 
sont toujours nuls. On a donc un mouvement vertical alter- 
natif indéfini, dans lequel la durée constante de chaque 

oscilation complète est — - ou 2]/ — • 

9 f 9 

C'est un résultat connu. 

2® Dans le cas particulier oîi a = 45**, la droite des foyers 
sera verticale et, par suite, aussi celle des sommets. Nous 
aurons une série de branchés paraboliques ayant toutes 
leurs sommets et leurs foyers sur la verticale du point de 
départ A et pour directrice commune Thorizontale ADD'... 
Ces paraboles seront faciles à construire car les amplitudes sont 

A = 8^, 
A'= i6h, 
A' = 24^? ... etc. 
et la connaissance d'un point B' entraîne celle des foyers F 
et F' et des sommets S et S' puisque la directrice ADD' est 
déterminée. 

PRODUIT DES TERMES D'UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE 

Par M. Charles Cruieysse, élève à TÉcole Monge. 



Soit une progression arithmétique 

a + r, a + 2r, . . . a + ^^> 
et soit le produit 

P s: (a + r){a + ^r) ... (a -f mr), 
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on a : 

P = AoŒ"» + A^ar-*r + Aja'^V* + . . . + k^r^. 
Pour former le terme AoO** nous avons pris a dans les m 

binômes ; donc 

Ao= I. 
Pour former Tensemble A^a^^^r, nous avons pris tous les 
termes comprenant m — i fois a et i fois r ; donc A| constitue 
la somme des produits i à i des m premiers nombres, somme 
que nous désignerons par le symbole S^. 

Aj = Sj. 
De même, nous avons : 

A, = S„ 

Aj = S5, 

• • • * • • 

«m ^= Om« 

D'où (en posant pour généraliser So= i) 

P = Soa"» + Sia«-V + S.a'^-V» + . . . + S^r~. 

Si nous faisons a = r = i nous avons le développement 
d'un factoriel en. une somme de termes : 

(m + i) ! = So + Si + Sa . . . + S^. 

Les termes S© S^ . . . S^ . . . S^ ont une loi de formation 
bien déterminée, traduisons cette loi par une équation algé- 
brique. 

Première formule. — Calculons Sp en fonction des 
termes précédents Sp_i ... et en fonction de S', S' . . . Sp. Nous 
désignons ainsi la somme des puissances 1"®, 2"*® . . . p"^^ 
des m premiers nombres. 

Nous avons So= i, 

et 0| ziz Oj , 

Calculons S, ; S, résulte de la sommation : 

a et p étant deux nombres quelconques de la suite i ... m. 
Considérons Tun des facteurs, a par exemple, comme fixe 
et faisons varier p ; p prendra toutes les valeurs dont la somme 
constitue S^, sauf cependant a, donc : 

Sap = Sa(Si — a). 
Maintenant faisons varier a : 

Sap = i(Si -« i) + 2(Si — 2) ... + w(S, — m). 
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Effectuons les différentes multiplications et groupons : 

Sap = SjS; — Sa. 

Mais a, en variant, a pris les valeurs p, donc le même terme 
s'est formé deux fois, et comme S^ n'admet que des termes 
différents, on a : 

ou 2S2 — SiSi + S2 = o. 

Remarquons que 2 = 2 l = P^ (nous appelons, suivant 
Tusage, Pn le nombre des permutations de n objets). 

Calculons S, ; S, résulte de la sommation 

Considérons a comme fixe et Py comme variable. 
ÊY prendra toutes les valeurs dont la somme constitue 28, 
sauf celles contenant a c'est-à-dire a(Si — a). Donc 

SaÔY = Sa[2S2 — a{Si — a)] 
ou SapY = i[2S, — i(Si — i)] + 2(28, — 2(Si — 2)] 

-j- . . . + rw[2S2 — »w(Si — m)]. 
Effectuant et groupant : 

Sa^Y = 2S2S1 — S1S2 + S3. 
Dans SapY îl 7 21 répétition de termes, chacun des termes 
se trouve répété autant de fois qu'il y a de permutations de 
trois lettres. 
Donc on a : 

3 ! S3 — 2 ! SjSi -j- S1S2 — 83 = 0. 
Le raisonnement sera le même pour le terme général. On 
aura: 

p\ 8^8; - (p - i)! 8^_iS; + (p - 2)! 8^.282+ 
. . . +(- i)\p — k)\ 8^_fc8;+ ...+(— lyol 8oS; = o; 
pour donner plus de symétrie à cette formule nous posons 

80 = 80 = ! = I . 
Cette formule présente une sorte d'homogénéité indiquée 
par les indices de S et S'; il suffit de considérer la valeur 
des symboles pour voir que dans chaque terme il y a le 
produit de p termes égaux ou différents. 

Deuxième formule. — Aux indices inférieurs, déjà 
expliqués, joignons des indices supérieurs indiquant le nombre 
de termes de la progression arithmétique. 
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Sp désignera la somme des produits php des m premiers 
nombres. 

Si ron considère les termes entrant dans Sp et dans S^ , 
on a évidemment 

S~— S*-~ = mSpi*; 
d*oli, en remarquant qu'il faut supposer m > p, 

S m C"»— * -^ «M cm— 1 

p — " Dp =7?lDp_i 

s?-* — sp* = (m — i) S—* 



S;^ — S^ = (m — 2) S"^ 



p-t 

M— 3 

p-i 



SJ+*- S?=(p+i)S?_, 
Additionnons et réduisons : 

S^-^ = mS;-} + (m - OS-Jl? + (m - 2)8^:^ 

+ ...+(p + i)S?_,. 
Observant que SJ =p! = p X (p — i)! = pSp} 
il vient finalement : 

S? = mSpi,» + (m — ( )Sp* + (m - 3)8^=? 
+ ...+(p4-i)S?_i4-pSJz}. 
Dans la première formule les indices inférieurs changeaient; 
dans cette seconde, ce sont les indices supérieurs, après 
rabaissement d'une unité de l'indice inférieur. 

On peut à l'aide d'une des deux formules précédentes 
calculer, par voie récurrente, tous les termes du développe- 
ment du produit des termes d'une progression arithmétique. 

GÉNÉRALITÉS SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'oRDRE p 
Par M. In* de liongebamps. 

[SuitCf voir p. 154.) 



14. Correspondances diverses. — Mais on rencontre 
encore dans la géométrie du triangle des points qui sont 
associés les uns aux autres par des lois géométriques plus 
complexes que les précédentes, bien que relativement très 
simples. 

JOURNAL DB HATE. ÉLÂH. 1886. 8. 
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Imaginons denx points M, IT dont les coordonnées véri- 
fient les égalités 

a 6 Y __ a ff 

(M) T=^ = ^' 



a 6 Y 



A~B C 

eonsidérons maintenant nn point M' (a*, p', j') associé aux 
piécédents au moyen des formules 

x' 6' _ t' 



(r)~(l) (*) 



et proposons nous de trouTor le point M'. 
Nous avons : 

B(*_C 5i_Çl 
C;;~B' C!t'~F 

B£_fe7_W^fe/ 

'*'"(I)"(f)"(^)' 

Cette dernière fraction représente le rapport anharmonique 

des points (B, G, ix, u!). Me- 
nons par C une parallèle à Ajx', 
nous avons 
B|x 

Ctx _HK 
Bp/ "■ HG ' 

Ga' 

/^' et, par conséquent, 
B^f." _ HK 
Gfi." "" HG * 
Ainsi la droite [x'H est parallèle à AB. On peut donc, par 
cette construction assez simple et n'exigeant d'ailleurs que 
l'emploi de la règle et de Téquerre, tracer la droite A[jl' qui 
passe par le point cherché M'. On déterminera complètement 
ce point en répétant le tracé indiqué pour l'un des deux autres 

côtés. 

Une autre association qui, au premier abord, paraît plus 
difficile à réaliser géométriquement est celle qui correspond 
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aux formules (M) et (M') et à la suivante : 

A = -^ = -^- (M') 

AA' BB' CG' ^ ^ 

Mais si Ton considère le point Mo, réciproque du point M, 
on a 

aao = pPo = YYo, 
et, par suite, 

Aao = BPo = Cyo. 
Les formules (M") s'écrivent alors 

g ^ _ ^' _ Y 

Uo) \ïof \7o/ 

et l'on retombe dans le cas que nous avons résolu à l'instant. 

18. Potentiels d'ordre p. — Généralisons maintenant 
cette idée d'association entre un point donné et un point cor- 
respondant, et convenons de dire qu'un point M'(a', p', Y) ©st 
le p™® potentiel (*) d'un point donné M(a, p, y), lorsque les 
égalités 



(M) 



ABC 
et 

iL — £- — JL (\v\ 

sont vérifiées. 

En appliquant, de proche en proche, la construction que 
nous venons d'indiquer à la fin du paragraphe précédent, on 
obtiendra, successivement, les potentiels d'ordre 2, 3, etc. 

Mais cette construction offre quelques longueurs que Ton 
peut éviter et nous nous proposons d'établir certaines con- 
structions rapides pour les potentiels les plus simples, ceux 
de l'ordre 2, 3 ou 4. 

(A suivre.) 



(*) Cette expression commode est de M. Neuberg. 
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NOTES SUR LES QUESTIONS 5, 130 ET 140 

Par Knfle Ti^aHé. 



Sur la question n® 5. — Cette question proposée en 1882 
par M. J. Neuberg et résolne en 1884 par M. Hadiot est ainsi 
énoncée : 

A tout triangle ABC on peut inscrire deux triangles ayant 
leurs côtés perpendiculaires à ceux de ABC. Ces triangles 
sont inscriptibles dans une circonférence ayant pour centre 
le point de Lemoine de ABC. 

Cette même proposition avait été énoncée par M. Neuberg, 
dans son « étude sur le centre des médianes antiparallèles » 
(Mathésis 1. 1, 1881, p. 185-186). Elle peut encore se déduire 
des propositions suivantes : (£. Lemoine, Association françaisCy^ 
Lille 1874. §2). 

1® Si on considère tous les rectangles inscrits à un triangle 
ABC et dont l'un des côtés repose sur l'un des côtés BC du 
triangle, le lieu du centre de ces rectangles sera la droite qui 
joint le milieu de BG au milieu de la hauteur correspon- 
dante. 

2® Le point de Lemoine est le centre de trois rectangles, 
inscrits dans un triangle, et ayant deux côtés perpendicu- 
laires à ceux du triangle donné. 

3^ Le point de Lemoine est tel que les antiparallèles aux 
côtés du triangle menées par ce point sont égales (E. Lemoine, 
Lyon 1873, § 8), ce qui peut s'énoncer en disant que : 

Le point de Lemoine est le centre d'un cercle qui coupe les 
côtés du triangle en des points diamétralement opposés. (A. 
Morel, « Étude sur le cercle de Brocard », (J. M. E.; 1883, p. 197.) 

Si en effet par le point K de Lemoine on mène les antipa- 
parallèles AbA^, BaBc, CaCb à BG, AG, AB, on a trois rec- 
tangles GiBcGaB , AcGa^bGbf BaAftBcAc ; les deux triangles 
CaAbBc, BaCbAc satisfont à l'énoncé de la question n® 5 ; le 
rapport de similitude de ces triangles à ABC est égal à tg a 
(* étant Vangle de Brocard) ; la longueur commune des anti- 
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parallèles aux côtés du triangle est égale à : 

2abc 



Enfin les six points C5, Bc, Ac, Ca, Ba, Ab sont deux à deux 
diamétralement opposés sur une même circonférence ayant 
le point de Lemoine pour centre et pour diamètre les antipa- 
rallèles précitées. Cette circonférence est appelée deuxième 
cercle de Lemoine. 

Sur la question n** 130. — Énoncée par M. Perrin 
(1884) nous en avons donné une solution (1885, p. 211) et le 
théorème que nous avons donné à la fin est dû, comme nous 
le pensions à M. G. Dostor {Mathésis, 1881, 1. 1, p. 156). Cette 
question 130, se trouve résolue dans les « Questions de géo- 
métrie élémentaire » de M. Desboves (p. 238, 3® édition, 
1880). 

Elle a encore été proposée sans nom d'auteur dans les 
Nouvelles Annales de Mathématiques (1869, question 485, 
p. 357) et a été résolue par M. E. Françoise en 1860 (p. 13- 
14). 

A ces propositions se rattachent les suivantes qui ont une 
grande analogie (iV. A. if., questions 483, 484, proposées en 
1859, p. 357, résolues en 1860, p. 11-12 et 13) : 

D'un point B extérieur à une circonférence on mène deux 
tangentes BA, BG, on projette G en D sur le rayon OA; si on 
fait exécuter une résolution complète autour de OA: 

1** Le segment sphérique engendré par GDA est équiva- 
lent au volume engendré par le triangle GBD. 

2® Le volume engendré par le triangle mixtiligne CBA est 
équivalent au cône engendré par le triangle BDA. 

C'est en s'appuyant sur cette seconde partie que M. Gha- 
rodon a donné une seconde solution de la question 130 
(iV. A. M., 1860, p. 188-189). 

Sur la question n® 140. — Gette question proposée par 
M. L. Lévy, et résolue dans ce journal (1885, p. 22) est ainsi 
énoncée : 

Si d'un point pris sur une circonférence de diamètre AB, on 
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décrit une circonférence tangente à AB, les tangentes AA.', BB' 
à cette circonférence, issues de A et B, sont parallèles. 

Si Ton observe que A'B' est un diamètre de la circonfé- 
rence tangent en à la circonférence AB et que AO, BO 
sont deux droites rectangulaires, il est évident que la ques- 
tion aurait pu être énoncée ainsi : 

Si par le centre d'une circonférence donnée, on mène deux 
droites rectangulaires AO, BO et que par un point quelconque P 
de la circonférence^ on mène une tangente ; elle coupera les 
droites AO, BO en des points A, B tels que les tangentes issues 
de ces points sont parallèles. 

Sous cette forme, il est facile de voir que c'est un cas par- 
ticulier de la proposition plus générale suivante, dont 
M. Eœhler a donné deux démonstrations, Tune analytique, 
l'autre géométrique. (Voir Exercices de géométrie analytique et 
de géométrie supérieure, 1886, p. 90-91, première partie): 

Par un point 0, on mène deux droites conjuguées par rapport 
à une conique; une tangente quelconque les coupe en deux 
points A, B tels que les deux autres tangentes menées par les 
points A, B se coupent sur la polaire de 0. 



BIBLIOGRAPHIE 



Nous avons reçu de M. N. Philippof, de Saint-Pétersbourg, 
une très curieuse et très intéressante brochure ayant pour 
titre Simplification du calcul algébrique. Cette note est écrite 
dans la langue russe et il nous eût été impossible de décou- 
vrir même le principe de ce travail, si Tauteur, en nous 
l'adressant, n'avait eu l'obligeance de l'accompagner d'une 
lettre française, explicative et très détaillée. Cette lettre nous 
a permis de comprendre la pensée qu'a eue M. Philippof et 
qui nous parait de nature à intéresser nos lecteurs. 

Voici quelle est la base de la simplification que propose 
M. Philippof. 
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Prenons le nombre 356 dans le système décimal ; en réalité, 

ce nombre devrait s'écrire 

3.IO" + 5.IO + 6; 

et, plus généralement, dans un système de base x, 

3x« + 5» 4- 6. 

Partant de là, et à l'imitation de l'écriture symbolique de 

l'aritlimétique, on peut convenir d'écrire la forme algébrique 

ax* -\- bx -{- c, 

de la manière suivante : 

a b Cy 
ou 

c b a, 

suivant que la fonction entière sera ordonnée suivant les 
puissances décroissantes ou croissantes de la lettre ordon- 
natrice. M. Philippof adopte la deuxième convention et sup- 
prime purement et simplement la lettre ordonnatrice qu'il 
considère comme un encombrement et une superfluité de 
récriture algébrique. Celle-ci, déjà symbolique, devient donc, 
dans l'écriture proposée, plus symbolique encore; en un mot, 
c'est un symbole au-dessus du symbole ordinaire. 

Lorsqu'on veut expliciter les signes des coefficients, on 
place le signe — au-dessus du coefficient négatif considéré 
et l'on écrit, par exemple, 

3 — 5a; + 4a?* :=: 3 5 4, 
5 + 3a;« =: 5 o 3, 
etc. Sans doute, l'écriture est moins explicite; mais elle 
gagne en rapidité ce qu'elle a perdu, pour les yeux, en clarté. 
Il ne faut pas d'ailleurs, au moins à prioriy se révolter contre 
ces notations abrégées (*). Il convient seulement, croyons- 
nous, de les soumettre à la pratique pour voir si, oui ou 

(•) L'expression (citation déjà faite à titre de curiosité; C. M. S, 1. 1 ; p. 119.) 

s'écrivait autrefois 

6 cub. bis — d cub 



z in h — d q ter 
(V. Journal Sp., 1883, p. 17, lettre de Fermât à Mersenne,) 

On peut supposer, croyons-nous, que la notation des exposants, 
proposée par Descartes, malgré tous ses avantages, a dû gêner, au début, 





I 


5 




2 


I 




I O 


5 


2 


O lO 
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non, on effectue, avec elles, plus vite, et plus sûrement, les 
calculs algébriques. 

Voici quelques exemples, choisis parmi les plus simples, 
pour qu'ils soient saisis plus vite, des calculs effectués par 
la méthode de M. Philippof. 
1® On propose de multiplier : 

I + Sac* et 2 + a?. 
On écrit les symboles correspondants et on effectue la 
multiplication suivante 



(A) 



2 I 10 5 

Le résultat s'écrit, symboliquement, 

2 I 10 5 ; 
ou, si Ton veut revenir à la forme explicite, 

2 -\- œ ••{- 1005* + ^^^• 

Mais ce calcul même, ou plutôt sa représentation figu- 
rative, se trouve encore modifié et simplifié par la convention 
suivante. 

Au lieu d'écrire les multiplications partielles comme on 
le fait en arithmétique et comme le rappelle le tableau (A), 
observant que le zéro qui est souligné est un signe inutile ; 

ceux qui étaient familiarisés avec l'ancienne notation; elle n'en a pas 
moins fait son chemin. 

Pour citer un autre exemple moins ancien et qui sera mieux adapté 
à notre pensée, qui ne sait tous les services que les notations abrégées 
rendent aujourd'hui à la géométrie analytique. Elles étaient pourtant, 
si nous nous rappelons bien, fort peu employées, il y a de cela quelques 
années ; les élèves qui ont un penchant très marqué pour les notations 
explicites, se sont pourtant peu à peu habitués à cette nouvelle écri- 
ture qui est aujourd'hui, et avec raison, fort appréciée. La notation de 
M. Philippof, je crois pouvoir le lui prédire en toute certitude, ne triom- 
phera pas, de longtemps, des habitudes prises; mais si elle porte 
vraiment avec elle une simplification notable des calculs algébriques, 
qu'il se rassure, elle percera; lentement peut-être mais sûrement. 

A propos de la notation cartésienne des exposants, citée plus haut, 
le mérite de son invention paraît remonter au géomètre Estienne de 
la Roche qui vivait au xvi* siècle. On pourra consulter, sur ce point 
historique intéressant, une note publiée dans les Nouvelles Annales^ 1847, 
p. 35. 
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qu'à ce titre il doit être rejeté de récriture, si Ton veut rendre 
celle-ci aussi rapide que possible, M. Philippof propose do 
substituer à l'écriture habituelle des multiplications, écriture 
qui conduit à la forme parallélogramme, une disposition de 
forme rectangulaire et il représente la multiplication précé- 
dente de la manière suivante 

I o 5 

2 I 



2 o 10 A. 

I o 5 B 



2 I 10 5 G 

mais il effectue les additions en prenant la somme des nombres 
écrits dans les colonnes obliques et, ajoutant A à B, il obtient 
le nombre G écrit sous le nombre B comme l'indique le 
tableau ci- dessus; il faut seulement commencer la multipli- 
cation par le premier chiffre à gauche du multiplicateur. 

^ Pour mieux faire comprendre ces conventions, prenons 
un deuxième exemple. Soit proposé d'effectuer la multipli- 
cation : 

(i + 2X — cc*)(i 4- 3x — x^) 
et prenons la notation symbolique de M. Philippof. 

Nous formons alors le tableau suivant 



I 



I 3 o 1 
2602 



î 3 o I 
on effectue ensuite l'addition par colonnes obliques et Ton a 
les coefficients cherchés : 

î, 34-2, o-|-6— t, — I 4" o — 3, — 2 -|- o, i; 
finalement, le résultat s'écrit symboliquement 

(i 3 i)(i 2 i) ^: (1 5 5 4 2 i). 
On peut ensuite revenir, le résultat une fois trouvé, à la 
notation explicite. 
3** Proposons-nous encore le calcul du carré de 

a •\- bx -\- cx"^ '\- da^. 
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Nous écrivons 

a b c d 
a h c d 



a* 


ab 


ae 


ad 


ab 


6« 


bc 


bd 


ac 


bc 


c» 


cd 


ad 


bd 


cd 


d* 



(B) 



Nous effectuons ensuite Taddition par colonnes obliques 
et nous avons, sous forme explicite, le résultat suivant 
a* + 2abx + {b^ + 2ac)x^ + (26c + 2ad)x^ + (c* + 2bd)x* 

On peut d'ailleurs, pour les élévations au carré, simplifier 
notablement récriture ci-dessus, en observant, comme le fait 
M. Philippof, que le tableau (B) étant nécessairement symé- 
trique par rapport à la diagonale principale (a*, b^, c*, d*), 
il suffit de doubler les éléments qui sont placés au-dessous 
de cette diagonale; on dispose alors le calcul, sous forme 
triangulaire, suivant Texpression de M. Philippof, de la 
manière suivante : 

(abc d)^:^a^ 

2ab 6* 
2ac 2bc c* 
2ad 2bd 2cd d^ 
et Ton effectue encore Faddition par colonnes obliques. 

La brochure de M. Philippof traite ensuite, naturellement, 
des autres opérations élémentaires de Talgèbre : la division, 
Textraclion des racines carrées, la puissance des polynômes. 
L'espace me manque ici pour suivre l'auteur dans ces cha- 
pitres divers; il faudrait presque reproduire la brochure 
elle-même. J'ai préféré, pour faire connaître l'idée de M. Phi- 
lippof, m'attacher à l'application que l'auteur en a faite à 
la multiplication. Je ne sais si cette idée est neuve et si 
quelque autre mathématicien ne l'a pas déjà proposée; mais 
elle est certainement curieuse et je la crois utile. Je puis 
affirmer dans tous les cas que, bornée à la multiplication, 
elle conduit au résultat plus rapidement et plus sûrement 
que la méthode ordinaire; on peut essayer, comme j'ai tenu 
à le faire sur des exemples un peu compliqués, l'emploi 
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successif des deux méthodes, Tavantage appartient, incon- 
testablement, à celle de M. Philippof. 

G.L. 

Traité élébientaire des déterminants contenant 299 exer- 
cices, par L. Leboulleux, licencié es sciences, professeur de 
mathématiques à TUniversité de Genève (Librairie Delagrave 
1884; Prix; 3 francsj. Le traité de M. Leboulleux est conçu 
dans le même esprit que celui de M. Mansion, sur le même 
sujet, ouvrage dont nous avons rendu compte autrefois (*). 
Gomme celui-ci, il n'aborde pas immédiatement la théorie 
générale des déterminants telle qu'on Fexpose ordinairement 
dans les cours de mathématiques spéciales, en attaquant de 
prime abord le tableau de n* éléments. Le lecteur se fami- 
liarise peu à peu avec Tidée du déterminant et avec les prin- 
cipes du calcul algébrique correspondant par de nombreux 
exercices sur les déterminants à 4 ou 9 éléments. 

Le livre de M. Leboulleux renferme un très grand nombre 
d'exercices accompagnés, dans la plupart des cas, d'une 
solution développée ou, tout au moins, indiquée. Nous recom- 
mandons particulièrement cet ouvrage à ceux qui, placés loin 
d'un enseignement technique, éprouveraient quelque difficulté 
à s'assimiler l'esprit de ce puissant algorithme, qui constitue 
aujourd'hui la base de notre enseignement classique. 

G. L. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 



(Session d'Ajaccio.) 

24 juin 1885. — I. Dans un triangle rectangle ABC dont on connaît 
les trois côtés a, &,. c on mène la perpendicolaire AD du sommet de 
Tangle droit sur Thypothénuse BG, ensuite on mène du point D la per- 
pendiculaire DE sur AG, puis de E la perpendiculaire EF sur Thypo- 

(*) Journal de Math, Spéc, (1884, p. 22). La méthode d'exposition 
adoptée par MM. Mansion et L. Leboulleux est aussi celle que Ton 
trouve dans un article intitulé : Principes élémentaires sur les déterminants 
(Journal de Math, Elém.y 1877; t. I, p. 5) et dans V Algèbre élémentaire de 
M. J. Bourget (Itibrairie Delagrave, 1880; p. 133). 
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thénuse et ainsi de suiie indé animent. On demande de calculer les 
longueurs des lignes AD, DE, EF, etc. On demande aussi de calculer 
la somme AD + DE -f EF + ... On appliquera les formules obtenues 
au cas où AB = 3- et AG = 5-. 

II. On donne deux droites AB et CD par leurs projections (a6, a'6'), 
(cd, (fd*)\ on donne aussi un point (oo'] situé sur la ligne de terre xy. 
Trouver l'intersection du plan- qui passe par la droite A B et le point O 
avec le plan qui passe par la droite CD et qui est parallèle à ccy, 

(Session de Bastia.) 

l**- juillet 1885. — L Démontrer Tidentité 

. , , ,2 3 4- cos 4a; 

tg* X + C0tg2 jj. ^s- 2. z_. . 

° I — cos 4a; 

II. Dans un cercle de rayon R on inscrit trois cercles égaux A, B, G. 
Ges trois cercles sont tangents deux à deux et sont tous trois tangents 
intérieurement au cercle O. Trouver le rayon de ces trois cercles et 
Taire de la surface curviligne EFG comprise entre les trois cercles et 
limitée par les arcs EG, GF, FE compris sur chaque cercle entre les 
points de contact de ce cercle avec les deux autres. 

{Session de Nice,) 

I. Dans un cercle de rayon R, on inscrit des triangles tels que ABG 
dans lesquels le côté GA est double de BG. Si Ton désigne par S la 

surface de Tun de ces triangles et par a la longueur de BG on demande 

g 

de trouver entre quelles limites est compris le rapport -- , lorsque R 

CL 

reste constant et que a varie. 

II. Un parallélogramme pesant et homogène, dont le poids est P, est 
supporté par quatre forces verticales appliquées aux quatre sommets 

P 
A, B, G, D. La force appliquée en A est égale à ^. Trouver les forces 

appliquées aux autres sommets. 



ÉCOLE NATIONALE FORESTIÈRE (1886) 



Mathématiques, 

I. Si, d*un point A, extérieur à une droite, on mène à cette droite la 
perpendiculaire AB et les obliques AG, AD, AE dont les longueurs 
croissent successivement d'une même quantité, les distances BG^GD, DE 
vont en diminuant. 

II. Prouver que le volume d^une tranche sphérique limitée par deux 
plans parallèles situés du même côté du centre est équivalent à la 
dififérence entre le cylindre de même hauteur que la tranche dont la 
base serait un grand cercle de la sphère, et le tronc de cône de même 
hauteur dont les bases auraient respectivement pour rayons les distances 
du centre de la sphère aux deux plans qui limitent la tranche. 
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III. Une personne contracte un emprunt remboursable au moyen de 
deux annuités de 1,061 fr. 80 c; on a calculé qu'il serait aussi avantageux 
pour elle de payer quatre annuités de 561 fr. 80 c. On demande à com- 
bien on évalue le taux de l'intérêt. Le premier paiement s'eflectue un 

an après le jour de Temprunt. 

(Durée de la composition : 3 heures.) 

Trigonométrie et calcul logarithmique. 

I. Sur une droite AB comme base, on décrit trois triangles isocèle 
ABC, ABC, ABC dont les hauteurs sont C" 
respectivement 

CD=l AB , CD = AB , CD^- AB 

2 2 

Démontrer que la somme des angles aux 

sommets ACB -|- ACB + AG^ vaut deux 
angles droits. 

II. Dans le trapèze ABGD, on a 

AB = 2801-87) 
CD= IQ25 3a i^^^*> 



■g2: 



AC-. 1024448 ^, , . 

BD =rr 1227 142 \(^^^^J' 

On demande de calculer les angles et la 
surface. 



(Durée de la œmposition : 3 heures.) A 




AGREGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 

SPÉCIAL 

(section D£S sciences mathématiques) 



Concours de 1886. — Épreuves préparatoires 

Algèbî^e et Tngonométrie (2 juillet). 

Soit, dsms un plan, le pentagone non convexe ABGDE, où les angles 
BAE et BGD sont supposés égaux. On donne leur grandeur commune 6? 
ainsi que les longueurs des côtés, savoir : 

AB = a, BG=.CD = 2a, DE=3a, EA = 4a. 

Sur EA, à partir du sommet E, on porte une longueur EK égale à 
DE, et sur CD, à partir du sommet D, une longueur DH égale à la 
moitié de DE. 

1" Calculer la dififérence BË* — BD* des carrés des distances du 
sommet B aux sommets E et D. 
2« Résoudre le quadrilatère DHKE. 
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3" Les bissectrices des quatre angles de ce quadrilatère ont un point 
commun O : calculer le rayon de la circonférence qui, passant par les 
points D et 0, a son centre sur le côté DE. 




Application. — Effectuer nupaériquement la résolution du quadrilatère 
en supposant 

a=i, = 109* 46' 38'. 

Géométrie descriptive (3 juillet). 

On donne deux droites OA, 06, se coupant en' un point 0, et telles 
que Tangle AOB soit aigu. On considère la surface conique engendrée 
par une droite OM qui tourne autour du point O en formant avec OA 
et OB des angles MOA et MOB complémentaires. 

Représenter le solide limité par cette surface et par deux plans menés 
perpendiculairement aux deux droites à la même distance du sommet O. 

On prendra Tun de ces plans pour plan horizontal de projection, et le 
plan des deux droites pour plan vertical . On supposera le solide éclairé 
par des rayons parallèles è^ la ligne de terre, et les ombres seront indi- 
quées par des hachures. 

Mécanique (5 juillet). 

Une planche rectangulaire homogène AB de longueur l et de poids P 
C peut tourner autour d'un de ses petits côtés fixé hori- 

zontalement contre un mur vertical AG. En un point 
B du côté opposé est attaché un fil BGAQ, de poids 
négligeable, qui, passant sur une très petite poulie G 
placf5« sur le mur à une distance h de la charnière, 
retombe verticalement en supportant un poids Q. Sur 
la planche repose un corps cubique d'arête a, qui 
s'appuie contre le mur par une arête. Ge cube n*est 
pas homogène, mais le poids spécifique varie propor- 
tionnellement au carré de la distance à la face de con- 
tact; il est E à l'unité de distance. Les points B, G 
et les centres de gravité de la planche et du cube sont 
d'ailleurs dans un même plan vertical normal au mur. 
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On demande de calculer le poids Q qui produit Téquilibre. Calculer 

ussi les réactions. 

Outre AB = i, P, AG = ^, a et K, on connaît l'angle BAC = a que fait 
la planche avec le mur. 

On fera abstraction des frottements, et on regardera le fil comme 
parfaitement flexible (*). 



QUESTIONS PROPOSÉES 



217- — Démontrer que si Ton a 

a + 6 -}- c = o, 
les deux quantités ; 

a'6 + 6'c + c'a, 

a'c + 6'a -j- c'6, 
sont égales et que chacune d'elles, changée de signe, repré- 
sente un carré parfait. (G. L») 

218. — B et B' désignant les aires des bases parallèles 
d'un tronc de pyramide quelconque, la section B\ parallèle 
et équidistante de ces bases, est la moyenne arithmétique 
de leurs moyennes arithmétique et géométrique. 

(Glorget.) 

219- — Soient H Torthocentre et Ho le point réciproque 

dans le triangle ABC ; si Ton pose 

HAHo = a, HBHo = p, HGHo == y, 

démontrer que Ton a 

tga + tgp + tgY = o. 

(Boutin.) 

220. — Dans un triangle, on a : 

, ^ cos B — cos G 

lo S s:o, 

p — a 

2» S (p — a){b — c)cos A =: G, 

3® (p — c){b + c)cos A + p(« — c)cos B 

s: (p — a)(a + 6)cos G. 

(G, L.) 

^ - - - _■_ 

(*) Énoncés communiqués par M. Monsallut, professeur au collège 
de Saint-Jean-d'Angély. 
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221. — Dans le triangle ABC, les côtés AB et AG sont 
égaux; I est le milieu de la base BC. Si Ton porte sur le 
côté BA la longueur AA' == m.BA et sur le côté BG la lon- 
gueur GG' =p. BG; si, de plus, les perpendiculaires respec- 
tivement élevées à AG et à A'G' aux points G et G' coupent 
la droite AI aux points D et D' on a 

ID' ( ï + 2/))( i + 2p — m) 

lÏÏ ■" I -fm 

Corollaire. — Soit l' le pied de la perpendiculaire abaissée 
de A' sur BG. Si Ton prend GG' = IF, la perpendiculaire 
élevée en G' à Â'G' passe par le point D. (D'Ocagne.) 

222. — Trouver la condition que doit vérifier le paramètre a 
pour que les deux polynômes U et V, 

U s: a;* sec^ a — 2X tg a + ^ i 
V s: 03* — 2X^ tg 0^ + sec' a 
admettent un diviseur commun du second degré. 

(B. Hanumenta Rau), 
(Directeur de TÉcole Normale de Madras.) 

223. — ABGP, DEFQ sont deux circonférences concen- 
triques; ABG, DEF deux triangles équilatéraux quelconques, 
inscrits dans ces deux circonférences; P et Q des points pris 
sur chacune de ces circonférences. Démontrer que Ton a 

QÂV Qb* + QG* = PD* + PÊ* + PF*. 

(G. Rmso, à Catanzaro.) 

224. — a, b,c étant trois entiers satisfaisant à la condition 

ab -}- bc -{- ca= i 
prouver que 

l{ab — î){a 4- i){b + i)(c — i) = M(a + 6 + c + i). 

(Catalan.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CdlIX. 
BCE BEROÈRE, 20, PARIS. — 130386. 
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NOTES A PROPOS DU CERCLE 

DES NEUF POINTS 
Par M. £• Lemoine, ancien élève de T École Polytechnique. 



Soit un triangle ABC, soient d\ d'à, d'b, d'c les points de 
contact du cercle des neuf points respectivement avec le 
cercle inscrit et avec les cercles ex-inscrits au triangle ABC. 

On sait (voir Nouvelles Annales de Mathématiques y 1886, 
pages 122 et suivantes); que les coordonnées normales de ces 
points sont : 

pour cT : ^*(n — r^Y, ^Vc — ^a)S ^(^a — n)^' 

. /B — G\ /G--A\ M— B\ 
ou sinM u sinM j, sm* ( •- )• 

Pour d'à: — -(n-r,)S ^(r + n)», ~(r + rc)« 

(Ji u c 

ou 

. ,/B — C\ ,/C — A\ M—Bn ^ 
— sinM U cos*( — ■■ ]» cosM jj etc., 

Ty Ta, Vbj Vc étant les rayons du cercle inscrit et des cercles 
ex-inscrits. 

L'équation de la tangente en d', commune au cercle inscrit 
et au cercle des neufs points, est : 

b — c ^ c -- a* ^ a — b 
et un point quelconque de cette tangente peut être repré- 
senté par les coordonnées : 
(S — a)(b — c)« (8 - b){c ~ a)^ (8 — c){a — bi^ 

abc 
oîi 8 a une valeur variable. 

L'équation de la tangente commune en d'à au cercle des 
neuf points et au cercle ex-inscrit de rayon Va est : 

a ^ b i c y 



c — b a-^ c a -{- b 

JOURNAL DB MATH. tlAU. 1886. 
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et un point quelconque de cette tangente peut être repré- 
senté par les coordonnées : 

(8 _ a){b — c)« (8 + b){a + c)* (8 + c)(a + h)* 

— ^-^— — — — — j 9 ____— — — ^— — , etc. 

abc 

On sait que les tangentes au cercle des neuf points en 

d\ d'à, d\y de touchent aussi Tellipse maxima inscrite dans 

le triangle, ellipse dont l'équation est : 

aV + ft*P* + ^V — 2bcpy — aocay — 2a6ap = o. 

Soient respectivement jx, [t^, ixb, [i^ les points de contact de 

ces tangentes avec cette ellipse, les coordonnées de ces 

points correspondent à la valeur de $ = oo et sont : 

(6 — c)« (c — a)« (a — 6)« 

pour [A : ^ y ;— ^ J ' ^ 

'^ a b c 

(b — cY (g + c)' ( g +6) ' , 

pour fxo : ^ 9 • — T — —t ' — ■ — - j etc. 

a b c 

Les droites A|Xû, B(X5, C|Ac se coupent au point p : 

(6 + c)* (o + c)« (a -f 6)» 
, — , , 

abc 
c'est-à-dire que les triangles ABC et [AaH^biJ^c sont homologiques 
et ont p pour centre d'homologie. 
L'équation de (Xb (Xe est : 

o (o« + c6) a — 6» (6 -h c) p — c» (6 + c) y = o. 
L'axe d'homologie de ABC et de [Xa (x^ (Xc est donc la droite : 

aa' -f- p6* -|- Y^* = o, 
qui est la droite réciproque (suivant la dénomination adoptée 
par M. G. de Longchamps) de la droite : 

qui joint les pieds des bissectrices extérieures. 

Si A', B', G' sont, sur chaque côté, les symétriques par 
rapport au milieu de ce côté des pieds des bissectrices inté- 
rieures : 

ABC, A'B'C sont homologiques. 

Le centre d'homologie est : — > r; » — > 

® o* 6" c' 

et l'axe d'homologie précisément la droite : 

ao* + P'>* + ïC*=o. 
L'équation de (x fXa est : 

a (bv — a«) a — (c — b) b^p -f- (c — 6) c'y = o. 
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Remarquons que bI a* = 6c, cette droite passe par le som- 
met A. 

Les deux triangles ÂBG, [a (i« (X(, sont homologiques et les 
trois droites A(ii, B^i^ il[t.b se coupent en pa : 

(6-l-c)» {c — aY (a — b)^ 
abc 
leur centre d'homologie. 
L'axe d'homologie est : 

— aa» + P** + r^* = o» 
droite réciproque de 

— «+P + r = o, 

laquelle droite joint les pieds sur AC et sur AB des bissec- 
trices intérieuies des angles opposés et passe aussi par le 
pied sur BG de la bissectrice extérieure partant par A. 

On aurait de même pb, pc ; 

Gela posé, on voit facilement : 

s Que ABC, Pa pb Pc ont pour centre d'homologie le point [x 
déjà rencontré; 

Que ABC, p pc Pb ont pour centre d'homologie le point (Xa 
déjà rencontré, etc. 



r i„ „ ' i 



PROPRIETES GENERALES DES CERCLES DE TUGKER 

Par M. Emile Vlgarié, élève à PÊcole des Mines. 



1. Définition. — Soit ABG un triangle donné, Ha, Hb, H 
les pieds des hauteurs et K le point de Lemoine. 

Il y 8 une infinité de triangles A'B'G" homologiques avec 
ABC, ayant K pour centre d'homologie et qui sont homothé- 
tiques avec H HbHc. Les côtés des triangles A^'B^G'' coupent 
les côtés de ABG ou ses prolongements en six points qui sont 
sur un même cercle. On obtient ainsi un réseau de cercles 
que M. Neuberg a proposé (Reprint of ihe Educational Times, 
vol. XLIII, p. 81-85) d'appeler Cercles de Tucker. 

Les cercles de Tucker ont été rencontrés par plusieurs 
auteurs, c'est ainsi que leur existence a été signalée par MM : 



196 JOOftAAL DB MATHiHATfQUBS ^LÉHBNTÀtRBS 

B. Lemoine, Associât, franc* Congrès de Lyon ({873). — 
Malhésis, 1884, p. 201-204. 

J. Neuberg, Mathésis, 1881, p. 13, S9,. 187* 

H. Taylor, Relations of ihe intersecOons of a ceixle with a 
triangle, (Proceedings of the London Math. Soc, vol. XV, 1884). 

Enfin M, Tiicker les a retrouvés sans connaître les travaux 
antérieurs (A group of circles, Quarterly Journal^ vol. XX, 
n® 77, 1883) ; c'est pourquoi ils portent son nom. 

Nous allons faire connaître les principales propriétés des 
cercles de Tucker, en adoptant pour les démonstrations, un 
ordre commode, bien., qu'étant peut-être peu logique. 

2. — Supposons que 

B''G'' coupe BG en X, GA en Ac, AB en At ; 
G"A'' — G A — Y, AB — Ba, BG — Be ; 
A^'B'' — AB — Z, BG — Gb, GA — Ga. 
Les droites AjAc, BoBc, GaGb étant parallèles aux côtés du 
riangle HaHbHc, sont aussi parallèles aux côtés du triangle 
A'B'G' formé en menant par les sommets de ABG des tan- 
gentes au cercle circonscrit ; elles sont donc antiparallèles à 
BG, AG, AB. 

* 

3. — ..Les droites GaBa, CtAi,, AcB» sont respectivement pa- 
rallèles à BC, A G, AB. 

En eifet, oa a : 

AAç_AA6 AB _ BG 

AB "" AG ' BB. ~" BBa' 

ou 

AA._BG AAj 

BBe — AG^BBa" ^' 

Soit a, p, Y les pieds des médianes antiparallèles ou syme- 
dianes de ABG ; les triangles G'-fA», G'yA ; G'tB, G"yB. sont 
semblables et donnent : 

AAt_G^G'^ BB„ 

Ay "" C'y ■" By ' 
d'oli 

AAft _ Ay _ 6^ _ GA^ 
BBa"BY o« ci*' 
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Par suite (1) devient : 
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AAç 

BBe 



AC 
AB 




ce qui montre que BcAc est parallèle à AB. On prouverait 
de la môme manière que BaCa, A^Gô sont, parallèles respec- 
tivement à BG, AG. 

4. — Les droites AbAc, B^Bc, GaGt sont égales. 

Gar elles sont deux à deux les côtés non parallèles des tra- 
pèzes isocèles AcAtBaBc, BoBcCtGa, G^GaA^At, 

5. — Les six points Ab, Ac, Gg, Gb, Bc, Ba, sont six points 
d'un même cercle T dont le centre w' est sur la droite qui joint 
le point K au centre de la circonférence ABG. 

En effet, les droites AbAc, BaBc, GaGt étant antiparallèles 
aux côtés du triangle ABG, sont divisées en deux parties 
égales par les symédianes aux points a", p", y" ; les triangles 
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Soit m le point isotomique de jx; Tégalité précédente peut 



s'écrire 



- 


/M 


Bia' 


\Ui^J 


G^.'- 


' /Bm\ 
\Cm) 


Le second membre représente le rapport anharmonique 


des points (B, G, [a, m); 


A 


ayant mené GH de telle 




façon que 


y^ :\ 


GK' = K'H, 


y^' ''' \ \ 


on a 


/•''4t \ 


Buf HK 

1 




G/ ~" KG 




La droite Kjx' est donc 


/ '''' ' ' ^ \ 


parallèle a Ad ; le point [x jj- 


i f 


étant ainsi déterminé, Afx' 


•A 



et les deux autres droites analogues concourent au point 
inconnu M'. 

Deuxième construction. — La construction précédente ne 
demande que l'emploi de la règle et de Téquerre ; celle que 
nous allons faire connaître maintenant exige que le cercle y? 
circonscrit au triangle, soit tracé ; mais, abstraction faite de 
ce petit inconvénient, elle nécessite un nombre moindre de 
lignes. 

Gomme on vient de l'observer, la question revient au fond 

à celle-ci : étant donné sur BG un point (x, trouver un point 

[tf tel que l'on ait 

V _ /B|xY 

G{x' - W ' 

Soit A' A' le diamètre de y qui est perpendiculaire sur BG; 
enjoint le point (x aux extrémités A', A' de ce diamètre; ces 
droites rencontrent y en P et Q; la droite PQ coupe BG au 
point cherché (x'. 

En effet, la droite PA' étant bissectrice de BPG, on a 

GP G|x' 
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Menons à y la tangente en P et soit R le point où elle 

rencontre BG. 
Une propriété 
connue donne 
RB _ /PB\2 

RG~\PC/ ' 
nous avons 
donc 
RB_ B{^\2 

RG ~ [î^J 
— 2li 

^ ' Ainsi le point 

\^' est le conjugué harmonique de R, par rapport à BG. 

En appliquant le même raisonnement au triangle BQG dans 
lequel Qi^A' est une bissectrice, on verrait encore que la tan- 
gente en Q coupe BG au point conjugué harmonique du point 
inconnu fx', c'est-à-dire au point R. 

D'après cela, PQ est donc la polaire de R et, pour conclure, 
on peut donc dire que PQ coupe BG précisément au point 
cherché. 

Par exemple, si Ton considère le point de Lemoine 

— = l. = x, 

a^ b^ c* ' 
et le centre du cercle inscrit 

a p Y 
a b c 

en appliquant la construction précédente, S étant le pied de 
la bissectrice de l'angle^ BAG, le point T étant déterminé 
comme l'indique la figure, la droite AT passe par le point 
de Lemoine. Cette remarque incidente donne donc lieu à 
l'énoncé suivant : 

Soient un triangle ABG et son cercle circonscrit y ; la droite 
qui joint le point milieu de l'arc BAG, au pied S de la bissectrice 
de Vang/e BAG coupe de nouveau y en un certain point T; la 
droite AT et les deux autres droites analogues concourent au 
point de Lemoine. 
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Troisième construction. — Enfin voici une troisième con- 
struction qui nous parait encore assez simple pour être 
indiquée ici. 

Prenons le point m conjugué harmonique de |A; puis w milieu 

de m\i.y enfin jx' conjugué ^ ^ — j_.^ — ^ ^ 

harmonique de (o, par rap- 
port à BG ; [if est le point cherché et Ion a 

En effet, posons 

— =K 
i^,C ' 

t*B K 1) 

BC ~ K + I ' 

les longueurs mB, mU étant prisa.i ou valeur absolue 
par suite 



nous en tirons 



Nous avons aussi 









mB 


K 








JbC I 


iV 




Les 


égalités 


0) 


et (2) donnent 
mu 

liC I 


2K 








— Iv^ 




ou 






wx 

BU I 


K 








— K'-^ 




Enfin (1) et 


(3) pf'ouvent que 










(oB 
BU 


— ■ 


K / . 


-0 = 


K 
1 


2 




I + kVi — K 


K-' 






égalité qui donne 

(dU \fxcy 

Puisque (/ est le conjugué harmonique de w, (x' est donc 
bien le point qui partage le segment BG de telle sorte quo 
régalité (A) soit vérifiée. 

journal 02 MATH. ÉLé)I. 1883. ^- 
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17. Potentiels proprement dits. — Mais nons allons, 
dans ee qui suit, particulariser les points potentiels en sup- 
posant 

ABC 



ee cas particulier étant celui qui présente un intérêt spécial 
dans la géométrie du triangle. 

Le premier potentiel est alors le centre du cercle inscrit, 
le deuxième potentiel est le point de Lemoine. 

Problème. — Connaissant le poteniid tordre p, construire k 
otenliel tordre p + i (*). 

Soit M un point ayant pour coordonnées 

fl', bP, (f; 

Si nous prenons le réciproque M' de ce point, les coor- 
donneras de M' sont 

I I I 

et les distances de M' aux trois côtés sont proportionnelles à 

I I I 

La droite AM' rencontre le cercle circonscrit en un cer- 
tain point D que Ton joint, comme 
l'indique la figuic, au point A' milieu 
de l'arc BAC ; Dl' rencontre BC en K' 
et Ton a 

I 
BK' BD "■ 
"" DC' 




CP+ 1 



bP 



CK' 



CP + 1 



bp + 



D'après cela, les droites telles que AK' concourent en un 
point dont le réciproque est le potentiel de Tordre p -{- i. 



{*) Nous ne pensons pas que le langage dont nous nous servons ici 
puisse prêter à confusion et l'on comprend bien quelle différence il 
convient de faire entre le potentiel d'ordre p dont nous parlons main- 
tenant et le potentiel d'ordre p, associé cf an point dorme, que nous avoYis 
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D'après cette remarque générale on pourra donc de proche 
en proche construire tous les potentiels (*). 

18. Rapprochement entre les potentiels et les 
réciproques de l'ordre p. — Il existe entre les potentiels 
d'ordre p dont nous nous occupons en ce moment et les réci- 
proques d'ordre p dont nous avons placé plus haut un 
rapprochement évident. En observant que les coordonnées 
Q^o> Po> ïo du centre de gravité sont égales, les égalités 

peuvent s'écrire 

(xP 6P cP ' 

D'après cela nous pouvons dire que le potentiel d'ordre p 
d'un triangle ABC est, en même temps, le réciproque d'ordre 
p du centre de gravité. Les tracés généraux que nous avons 
indiqués pour la construction des réciproques d'ordre p 
pourraient donc s'appliquer à celle des potentiels d'ordre p, 
mais il n'est pas sans intérêt, vu 1 importance des premiers 
potentiels, d'établir pour chacun d'eux des tracés particuliers 
permettant de fixer aussi rapidement que possible leur 
situation dans le plan du triangle de référence. 

Nous avons examiné déjà le premier et le deuxième 
potentiel ; mais pour le motif que nous avons fait valoir, 

considéré plus haut. Mais, pour éviter toute ambiguïté, nous répétons 
que te potentiel d'ardre p, associé d'un point donné (A, B, G) est celui dont 
les coordonnées sont (A", Bp, C); le mot plus simple potentiel d'ordre 
p (sans autre qualificatif) désigne le potentiel proprement dit point qui a 
pour coordonnées (o", 6p, cp); a, 6, c représentant les longueurs des 
côtés du triangle de référence. 

(*) Voyez à ce propos la note bibliographique placée plus haut 

{Journal^ p. 129) et qui serait peut-être, ici, mieux à sa place. Nous 

citerons encore, pour la compléter, une note de M. Poudra {Problème 

iur les côtés d'un triangle élevés à des puissances donnes ; N, A.^ 1856, 

p. 217), qui nous a été signalée par M. d'Ocagne [Journal 1885, p. 204) ; 

aP 
el une note, plus ancienne, Construction géométrique du rapport —-(iV. A, 

1844, p. 371). 



(t) 
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nous voulons encore examiner particulièrement le troisième 
et le quatrième potentiel. 

19. Le troisième potentiel. — Proposons-nous d'abord 
de déterminer la position du troisième potentiel. Nous avons 

a, p, Y désignant les coordonnées du point cherché M. Soit 
M' le point inverse, de telle sorte que 

Les égalités (1) et (2) donnent 

f/a' = bp' = Cv\ 

Ainsi le point M' est le réciproque du centre du cercle 
inscrit et Ton peut dire que le troisième potentiel s'obtient en 
jyrcnant 4° le i\^cipvoque du centre du cercle inscrit, 2^ l'inverse 
de ce réciproque. 

20 La quatrième potentiel. — Los premiers calculs 
que l'on entreprend sur les nombres a, b, c font apparaître, 
très rapidement, leurs quatrièmes puissances. Nous ne voulons 
pas, pour ce motif, quitter cette question des potentiels sans 
compléter les constructions que nous venons d'exposer par 
l'indication de celles qui sont relatives à la détermination du 
quatrième potentiel. La considération de ce point rentre dans 
celles qui nous paraissent constitu-^r la base de la géométrie 
du triangle, et l'on peut d'ailleurs fixer sans avoir recours 
aux constructions générales sa position par un tracé parti- 
culier que nous allons faire connaître. 

Considérons le triangle ABC, le cercle circonscrit y et la 
tangente en A à y; cette droite rencontre BG en D et nous 
avons 

PC _ÂC' 

DB ~" AB* * 
Soit D' le conjugué harmonique de D; si nous prenons 
le milieu ijl de DD' nous savons (§ 16) que 



uD 1)B« A IV 
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D'après cela, en prenant [l conjugué harmonique de jx par 
rapport à BC, 
nous voyons 
donc que la 
droite A{x' et les 
deux autres 
droites analo- 
gues concou- 
rent au qua- 
trième poten- 
tiel. 

Onpeut aussi 
déterminer la 
position de ce 

point ne prenant: 1'' le réciproque du point de Lemoine; 
2° rinverse de ce point réciproque. 

En effet, les formules 




a p Y 
a* 6* c^ ' 


f r.rt t 

<xx " pp Yï » 


f H C^Cft f " 

a a p p Y ï 
a} 6* c* 


donnent 


a" &" r" 
a* 6* C 





21. Remarque. — En prenant deux points M, M' dont les 
coordonnées sont 

_a _ p _ Y ^_^ __L. 

A 13 ""c' A'""B' C 

on peut imaginer un point M" associé à ces deux points par 
les formules 



a 






II 



G PC'? 



La construction du point M" peut se faire en cherchaut 
d'abord les points associés d'ordre/) et q des points M et M', 
on a ainsi deux points 

AP B^' " 



Ti 


aa K r. 

A'? B'« C'î' 




• • • • -* - 
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égalit'^s d'oîi Ton tire 

g^ _ P[ ^ f , 

On détermine alors M' par la construction indiquée plus 
haut (§ 14); mais, naturellement, le tracé devient de plus 
en plus compliqué. 

(A suivre,) 

• ■ ■ .11,. 



ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE (1886) 
Épure du Concours d'admission (2 h. 1/â). 



Solution par M. Ernest Lebon. 



On donne un point A swr la ligne de terre^ un point S distant du 
plan horizontal de 78"™, du plan vertical cte 5 1"»% et du point A 
de 1 24°*°*. ConHruire le tétraèdre SABG dont la base^ ABC est 

^b sur le plan horizontal de projeciiony sa- 
chant que le plan BSG est perpendiculaire 
à V arête SA, et que les angles dièdres AB 
et AG valent chacun 68°. — On aura soin 
de placer le point A le plus à gavchepossible. 
Construire iintersection de celle pyra- 
mide avec le cylindre de révolution qui a SA 
pour axe et pour rayon 5 5"*°. 
^ Dans la mise à Vencre^ on àuppoxra que 

le tétraèdre est seul et que le solide- commun aju cylindre et à la 
pyramide est enlevé. 

2 
Nous avons fait l'é^jure à Téchelle -• 

3 

Supposant que la droite as, a's* est connue, rabattant cette 
droite en aVj sur le plan ve- tical, on voit que pour obtenir 
les projections de S, il faut mener à XY, au-dessus et au- 
dessous de cette ligne, des parallèles aux distances 78""" 
et Si""; couper la première en Si par Tare de centre a\ de 
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rayon égal à 1 24"" ; mener la ligne de rappel SiS^ ; couper la 
seconde en s par Tare de centre a, de rayon a's^ ; mener la 
ligne de rappel ss\ 

La trace bc de la face BSC s'obtient en construisant la trace 
horizontale d*Un plan perpendiculaire à as, a's\ au moyen de 
sa droite de front /d', sd. 

Supposant que la trace ac de la face ASC est connue, on 
mène la perpendiculaire se à ac, on rabat le triangle rectangle 
S^e en s^s^fii sur le plan vertical autour de là verticale S5, et 
on obtient Tangle «Vi^o, qui, par hypothèse, égale 68**; donc, 
après avoir mené la droite séi faisant avec XY un angle 
de 68°, on a el sur XY ; la trace cherchée est la tangente ae 
au cercle de centre 5, de rayon égal à ^o^i. Cette tangente 
coupe hc en c. La trace ab de la face ASB est symétrique de ac 
par rapport à 05. 

On achève facilement la représentation du tétraèdre, 

La face BSC coupe le cylindre donné selon une circonfé- 
rence de centre S, de rayon égal à 55""; on sait construire 
les ellipses projections de cette circonférence, après avoir 
rabattu son plan BSC autour de sa trace horizontale bc; on 
prend ss' égale à s^s' ; ASi égale à /es". Les rabattements SJ) 
et S^c des arêtes coupent en F^ et en G^ la circonférence de 
centre S^, de rayon égal à 55""; d*où Ton a les extrémités 
/» /' 6t <7, g' des arcs utiles des ellipses projections de la cir- 
conférence. L'extrémité utile du petit axe de Fellipse projection 
horizontale est h; s'h" égale 55"". L'extrémité utile du grand 
axe de l'ellipse projection verticale est i' sur sd\ 

Les faces ASB et ASC coupent le cylindre selon des paral- 
lèles fm, fm ; gn, g'n' à sa, s'a\ 

La face ABC coupe le cylindre selon une ellipse dont le 
demi-grand axe af est déterminé en meuant la parallèle A"p 



a as . 



Le contour apparent vertical utile du cylindre est la paral- 
lèle z'/ à s'd. 

On distingue aisément les parties vues et les parties cachées 
du corps qu'il faut représenter. 
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ÉCOLE DES HAUTES ÉTUDES COMMERCIALES (1885) 



Concours pour l'obtention des bourses de TÉtat. 

I. Trouver la fraction ordinaire équivalente à la somme des fractions 
I I 1,1 

+ — — + -.. + o + 



20X21 :ii X 22 98X99 99X100* 

If. Une personne possède uo,ooo francs placé", partie à un taux, par- 
tie à nn autre taux. Si la première somme était placée au taux de la 
deuxième et la deuxième au taux- de la première, elles rapporteraient 
des intérêts respectivement égaux à 3,6oo francs et 2,5oo francs. Trouver 
les deux sommes et les deux taux. 

III. Résoudre les systèmes a? -h 2/ + \^ = a, x^ -\- y^ -\- xy =^ h. 

(15 octobre j durée 4 h. i/2,) 

Concours pour l'obtention des bourses de la Ville de Paris. 

I. Trois ouvriers A, B, C ont à faire un ouvrage; A et B travaillant 
ensemble pendant 4 jours feraient les 2/3 de l'ouvrage, B et C travail- 
lant ensemble pendant 8 jours en feraient les i4/i5, A et G travaillant 
ensemble pendant 5 jours en feraient les 3/4. On occupe A seul pen- 
dant 2 jours, B seul pendant 6 jours. Combien de jours G travaillant 
seul metlra-t-il à terminer roulage? 

II. Résoudre le système —3xi- Sy^ + ôjs^ = 0, —a? — 2y^ 4- î2z^ 
= — 4, — 2a; 4- 6y' — 3js' = — 5. 

III. Un négociant a acheté un certain nombre de mètres d'éto lie pour 
600 francs. Si, pour la même somme, il avait obtenu 3"» de plus, le 
mètre coûtera' t 10 francs de moins. Combien avait-il acheté de mètres? 

(i8 octobre^ durée 4 h, 4/2.) 



QUESTION 170 

Solution par M. Paul Cornuo, à Thierj. 



Démontrer la proposition suivante : 

Dans un triangle rectangle : 

1^ Les droites antiparallèles qui joignent les projections des 
pieds de la médiane antiparallèle et de la médiane, sur les côtés 
adjacents f sont respectivement égales à ces droites ; 
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^ La droite qui joint les projections du pied de la médiane 
antiparallèle sur les côtés adjacents est anliparallèle à l'hypoténuse ; 

8^ La médiane et la médiane antiparallèle d'un triangle rectangle 
sont la médiane antiparallèle et la médiane du triangle de même 
sommet déterminé par la droite qui joint les projections sur les 
côtés adjacents du pied de la médiane anliparallèle du premier 
triangle: 

4^ La droite qui joint les projections du pied de la médiane 
antiparallèle sur les côtés adjacents est égale à la somme des 
perpendiculaires abaissées de ses extrémités sur rhypoténuse. 

Déduire de là, la solution de la question suivante (Journal de 
mathématiques élémentaires, question 154): Etant donnéun triangle 
rectangle ABC, mener une droite antiparallèle à rhypoténuse BG, 
de manière que la partie DE, comprise entre les côtés de Vangle 
droity soit égale à la somme des perpendiculaires abaissées des 
points D e^ E sur rhypoténuse. 

N. B. — Dans cet énoncé, la médiane et la médiane anliparal- 
lèle considérées sont issu^ du sommet de l'angle droit. 

Soit ABC le triangle rectangle, AM la médiane et AN la 
médiane anti-parallèle. 

1® En menant les perpendiculaires MP, MQ pour obtenir 
les projections P et Q du pied M de la médiane, nous avons 

formé un rectangle MPAQ dans lequel les deux diagonales 
PQ, AM sont égales. 

G. Q. F. D. 

De même dans le rectangle NRAS, les deux diagonales RS, 
AN sont égales. 

C. Q. F. D 

2® Puisque la médiane antiparallèle est la droite qui joint 
le milieu de toutes les antiparallèles au côté d'un triangle, 
toute droite, qui, terminée aux deux autres côtés du triangle 
est partagée par la médiane antiparallèle en deux parties 
égales, sera antiparallèle au troisième côté. Donc RS qui 
est partagée en en deux parties égales par AN est anti- 
parallèle à rhypoténuse BC. 

G. Q. F. D. 
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3*» Il faut démontrer que AO est la médiane et AK la 
médiane antiparallèle du triangle ARS. Nous venons de voir 



i« -^ 




que RO = OS. Donc AO est bien la médiane du trian 
gle ARS. 

G. Q. F. D. 

AM partageant BC en deux parties égales, partagera aussi 
toutes les parallèles à BC en deux parties égales. Donc, si, 
dans le triangle ARS, on mène des parallèles à l'hypoté- 
nuse, ces droites seront partagées en deux parties égales 
par AK/ Or l'hypoténuse étant antiparallèle à RS, ses pa- 
rallèles menées dans le triangle RAS seront aussi antiparal- 
lèles à RS. Donc AK est la médiane antiparallèle du 
triangle RAS. 

4<» Il faut démontrer que RS = RE + SF. Pour le démon- 
trer, menons du point N une perpendiculaire à RS. Les deux 
triangles rectangles REN, NRH, ont : l'hypoténuse commune, 
l'angle i = angle 3 comme ayant les côtés perpendiculaires, 
et les angles 2 et 4 sont égaux comme alternes internes. 
Or angle 4= l'angle 3, donc angle 2=4. Les angles i et 7 
sont donc égaux, de même que les triangles RNE, RNH et 
et Ton a RE = RH, 

De même, les deux triangles rectangles NHS, NSF ont: l'hy- 
poténuse commune, l'angle 5 = Tangle 3 comme corres- 
pondants, l'angle 6 = l'angle 4 comme ayant les côtés 
perpendiculaires. Or angle 4 = angl^ 3, donc angle 5 
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= angle 6, les triangles NHS, NSF sont aussi égaux et 
HS = SF. 
Donc 

RE + SF = RH + HS = RS. 

C. Q. F. D. 

Ainsi, pour mener une droite antiparallfele à l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle, de manière que la partie RS com- 
prise entre les deux côtés de l'angle droit soit égale à la somme 
des perpendiculaires abaissées de ses extrémités R, S, sur 
l'hypoténuse BG, il suffira de projeter le pied de la hauteur 
sur les côtés de l'angle droit. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Anatole Chapelier, élève au lycée de 
Nancy; Bourdier, au lycée de Grenoble; Perreau, au lycée HenrilV; Guyenet, 
au lycée de Brest ; Ghapron, à Bragelonne ; Georges Nesly, à La Guadeloupe ; 
Henri Martin, au lycée Condorcet; L.Philippon, au collège de Thiers;G. Po 
t1er, élève au lycée Henri IV (classe de M. Colas); Maurice FrogerdesChesnes, 
école de Pontlevoy (classe de M. Pelle); Fitz-Patrick, élève au lycée de 
Poitiers. 



QUESTION 172 

fHolution et g^énéralisation par M. A. Fitz-Pataick, élève 
de mathématiques élémentaires au Lycée de Poitiers; 



On œnsidère un cercle A et un diamètre AB de ce cercle. Soit 

M un point pris sur A, de M on abaisse une perpendiculaire MR 

sur AB, 

RH I 
Cela posé, soit H un point de MR tel que :^ = - ; par H 

on mène une parallèle à AB qui rencontre A auj: points V et Q, 
Les tangentes à A aux points M, P, Q déterminent un triangle 
MT'Q' (11' désignant le sommet qui correspond à la tangente en 
M, et ainsi des autres). 
Démontrer que ton a 

MT' + M'Q' = n.P'Q\ 
Menons les droites OQ, OM, OM' et remarquons que les 
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deux triangles M'FC et OQE sont semblables comme 

équiangles; car'OQifi = PM^ 
comme ayant les côtés perpen- 
diculaires et étant tous les deux 

aigus, de plus CMP^ = "MOQ 

comme supplémentaires du 

môme angle MP'Q. 

On a donc 
P'G OE 



FM' 


OQ 


Mais 




P'C 


Q'C 



OE 
OM 



FQ' 



I 
n 



FM' "" Q'M' "" FM' -f Q'M' 
par suite 

FQ' I 



d'oîi 



P'M' + Q'M' 



n 




P'M' + Q'M' = n.FQ'. 
En supposant n 3= 2, on a le cas particulier proposé. 

Nota. — Nous avons aussi reçu de bonnes solutions de MM. Chapron; 
Bourdier, au lycée de Grenoble; Rogier; Couade (Gaston), élève de 
mathématiques spéciales au collège Ghaptal; Prince, élève au lycée de 
Grenoble ; Henri Martin, lycée Gondorcet. 



QUESTION 173 

lllolation par M. L. Princb, élève au Lycée de Grenoble. 



On considère deux droites rectangulaires Ox et Oy et sur Ox 
dev^ points fixes A. etB, D'un point C mobile sur Oy, avec CD 
pour rayon, on décrit un cercle A et l'on mène à ce cercle, par les 
points A et B, deux tangentes qui se coupent en M. Démontrer 
que si Von projette le point A sur CM, le lieu décrit par cette 
projection est un cercle passant par 0, le centre de ce cercle est 
d'ailleurs situé au milieu de AB. (G. L.) 



314 JOURNAL DI MATHâMÀTIQUES iLÉMXKTAlRES 

Soient P et N les points de contact des tangentes AP, BN ; 
menons CM, GN, GP, GA, GB et enfin ON qui coupe GM et H. 
Ona 

2 2 2 

Le quadrilatère AOCH est donc inscriptible et AHG est 
droit, ainsi H est la projection de A sur CM. Élevons en H 

une perpendiculaire à ON, elle 
coupe Ooî en F. Les triangles 
rectangles HOF, HGA sont sem- 

blales, car HGA es HOA, alors 

ACOH 




0F = 



HG 



Mais HGA, 0GB sont aussi 
semblables, on en tire 

AH.OG 



0B=: 



HG 



Enfin dans le quadrilatère AOGH 

AG X OH = OG X AH + OA X HC 



ou 



AG X OH OG X AH 



ou OF==OA + OB; 



HG HG 

ce qui prouve que F est fixe. Gomme OHF est droit; le lieu 
de H est le cercle décrit sur OF comme diamètra; son centre 
est au milieu de AB. 



Nota. — Ont résolu cette question MM. G. Bourdier, au lycée de 
Grenoble; Ghapron; Rogier; Gouade; René de Vaulchier, élève à 
rinstitutlon Sainte-Marie, h Besançon; Fitz-Patrick , élève au lycée 
de Poitiers. 

Quelques-unes de ces solutions empruntent la propriété fondamen- 
tale des tangentes aux coniques; une démonstration plus élémentaire 
était évidemment préférable. 
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QUESTION 175 

Solution par M. A. Ghapbllibr, élève au Lycée de Nancy. 



On considère un cercle V de centre et deux diamètres rec^ 
tangulaires A, A'; soit A Vune des extrémités de A. Autour de 
on fait tourner un rayon OM et Von projette en Py sur A , 
l'extrémité M. de ce rayon; 
AP rencontre OM en un point I. 

Démontrer que le lieu de I 
est une parabole, ayant pour 
foyer le centre et pour direc- 
trice la parallèle à A' menée 
par A. 

Il suffit de prouver que 01 
= IB. 

Les triangles semblables 
AHI et AOP donnent 
AH_OA 
IH "" OP ' 

De même, les triangles semblables OHI et OPM donnent 

OI_OM 

IH "" OP ' 

On a donc 

01 = AH = IB. 

Nota. — Solutions analogues par MM, A. Bodez au lycée de Chau- 
mont; Etienne Thevenet, à Thiers ; J. Ghapron : Rogier; Gouade ; Georges 
Gaye, élève au lycée Gharlemagne (classe de M. Richard); Pierre Ghazeau, 
de Thiers; G. Bourdier, élève de mathématiques élémentaires au lycée 
de Grenoble; René de Vaulchier, élève à l'institution Sainte^Marie, à 
Besançon; Henri Martin, élève au lycée Gondorcet; L. Prince, élève 
au lycée de Grenoble; Giovanni Russe, à Gatanzaro; A. Gouvert, au lycée 

Condorcet. 

M. Ghapron a généralisé la question proposée, par une voie très natu- 
relle, en considérant deux diamètres quelconques et en effectuant, 
parallèlement à ces droites, des projections obliques. Le lieu est alors 
une hyperbole. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



226. — 1® L'orthoeentre, le point de Lemoine d'un triangle 
ABC et le point de Lemoine du triangle orthocentrique sont 
trois points en ligne droite. 

' 2** Le point de Lemoine K, le centre 0' du cercle d*Euler 
(cercle des neuf points) d'un triangle ABC et le centre Z' du 
cercle de Brocard du triangle A'B'G^ formé en menant par 
les sommets de ABC, des parallèles aux côtés opposés sont 
trois points en ligne droite et Ton a : 

KO' = O'Z'. 

3® Le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC, le 
point de Lemoine K^ du triangle A^B^Ci obtenu en joignant 
les milieux des côtéi^ de ABC et le centre 71 du cercle de 
Brocard du triangle A'B'C formé en menant par les soinmets 
de ABC des parallèles aux côtés opposés sont trois points 
Qîi ligne droite et tels que ; 

OKi=:KiZ\ (Vigarié.) 

226. — On donne une circonférence de diamètre ÂB; deux 
points G et D sur la circonférence, de part et d'autre de AB. 
Du milieu E do CD on mène EF perpendiculaire sur AC et 
EG perpendiculaire sur AD. 

Démontrer que 

BG X EF -f BD X EG = 2CD^ (Griess.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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RÉSOLUTION DU SYSTÈME 

DE DEUX INÉGALITÉS DU SECOND DEGRE 

A UNE INCONNUE 

Par M. E. IjauTemay, professeur au Collège Rollin. 



1. Définition. — Etant donnés deux polynômes entiers en 
X, du second degré; déterminer entre quelles limites on doit 
faire varier x pour que Von ait constamment ces deux polynômes 
ou de mêm^ signe ou de signes contraires, constitue la résolution 
d'un système de deux inégalités du second degré à une inconnue. 

Il est évident que, ce problème résolu, on saura satisfaire 
à un nombre quelconque d'inégalités du premier et du 
deuxième degré. 

2. — Dans cette étude, il n'y a lieu de considérer que 
le cas oîi les racines des deux équations obtenues, en substi- 
tuant le signe = aux signes d'inégalité, sont toutes réelles; 
car, si l'une de ces équations avait ses racines imaginaires : 
ou l'inégalité correspondante serait contradictoire, et il y 
aurait impossibilité de satisfaire, en même temps, aux deux 
inégalités; ou cette inégalité serait identique, et le système 
se réduirait à une seule inégalité, 

Soient donc les deux inégalités : 

ax'^ -|- 6x + c ;zf o, 

a'a;" -|- 6'ûc + c' ?f o 

a et p les valeurs de x annulant le premier trinôme; a et ^' 

celles annulant le second; nous supposerons dans tout ce qui 

suit 

a < p et a < p\ 

Considérons d'abord le cas particulier oîi les coefficients 

des termes variables sont proportionnels, et supposons que 

nous ayons 

b _U _ 

a a' 
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Posons : 

c c' - 

â = ''' â' = ^; 

en divisant par a la première inégalité et par a la seconde, 

on a : 

OD» + px + ç ;zf G, 

Des deux quantités q, q\ Tune q est supérieure à Tautre ; 

posons donc 

çr = 9' + K« (K réel). 

Les trois systèmes à considérer sont les suivants : 



X* + px 4" ? > o 
x* + P^* + 9' > o 



X* -^ px -}- q > o 
œ* + px -f- 9' < o 






car les inégalités simultanées 

a;«+px + 9' + K«<o, 

x* + P^ + 9' > o> 

sont évidemment incompatibles. 

3. Résolution du premier système : 

x^ + px + q' 4- K« > o, 
x^ -{- px -}- q' >> o. 

La seconde inégalité étant remplie, la première Test à for-- 
tiori ; donc il est nécessaire et suffisant de satisfaire à la 
seconde et la solution est : 

ou x < a', ou a? > p'. 

4. Résolution du second système : 

X* + po; + 9' 4- K* > o, 
x^-\'pX'\-q' <;o. 

Puisque a + P = a' + ^' == — p ^t que ap > a'p', on a 

œ < a < p < p'. 

Nous appliquons ici, comme on le voit, le théorème sur 

le maximum du produit de deux facteurs dont la somme 

est constante; or, le second trinôme est négatif, lorsque a' 

est compris entre a' et p'; d'ailleurs, d'après la première 

inégalifé, x ne peut être compris entre a et f , donc x doit 

varier 

soit de a' à y, soit de p à fj'. 
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5. Résolution du troisième système : 

œ« 4- pa3 + g < O, 

x^ -}- px -{- q -— K^ <: o. 
De même que dans le premier cas, il est suffisant et néces- 
saire de satisfaire à la première inégalité, et pour cela x 
doit varier de a à ^. 

6. — Revenant au cas général, nous nous proposons 
d'abord de résoudre le problème suivant : ' 

Problème. — Reconnaître, sans résoudre les équations 

X' + px + q = o, 

x« + p'x + q' = o, 

quel est l'ordre de grandeur de leurs racines supposées réelles . 

Considérons Téquation 

x^ + px ■\- q=z x'^ -^ p'x -^ q\ 

dont la racine 

q —q 
^1 = -. » 

représente l'unique valeur finie que Ton puisse attribuer à 
Xy pour que les deux trinômes ; 

œ^ 4- pa? + q, x^ + p'x + q' 

soient égaux. Substituons cette valeur x^ dans l'un de ces 

X 

trinômes et appelons . _ , ^ le résultat de cette substi- 

^r r ) 

tution, nous aurons ; 

^ = {q'- qf + p(9' - q){p - p1 + q(p - pj, 

ou 

+ ap(a+p — a' — ^y; 

or, cette expression s'annule pour : 

a = a', a = p' et p = a , p = p' ; 
car, si a = a', cela signifie que a, substitué à x, annule en 
même temps les deux trinômes, donc leur différence étant 

nulle, leur racine commune a n'est autre que ^ ^ - 

donc X = o. 
Le polynôme X esi donc divisible par le produit 

(oc - a')(Qc - f)(p - a')(p - ^'), 



>, on a 
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et le quotient de X par ce produit étant indépendant de 
a, p, a , ^', est égal à l'unité ; il est d'ailleurs facile de le 
voir, en ordonnant X et le produit précédent par rapport 
à a' et en ne considérant que le coefficient de a'*. 

Corollaire. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
les deux équations P = o, P' = o aient une racine commune est 

(q' - q)' + p(q' - q)(p - p') + q(p - p')* = o. 

Supposons que a soit la plus petite des quatre racines 
a, p, a', (3'; si le résultat de la substitution de x^ dans Fun 
des trinômes est positif, on a donc 

X>o ou (a-a')(a--p')(p-0(P-^')<o; 
les deux premiers facteurs étant négatifs, Tordre de gran- 
deur des quatre racines est indiqué par l'un des deux 

tableaux suivants : 

a < p < a' < f ', 

ou Tun des deux suivants, si a' est la plus petite des quatre 

racines : 

a < ^' < oc < p, 

a' < a < f> < p\ 

Gela posé, on peut, sans troubler la généralité de cette 
discussion, supposer p > p'; alors on distinguera trois cas, 
selon que Ton a 

.Ti > — ^ , 
2 

ou 

ou 

— -> x^. 

2 

Pr 
rREMiER CAS : x'i ^> • — Il en résulte que x^ est supé- 
rieur aux quatre racines. 

Faisons croître a? de — 00 à a?,, par conséquent dans cet 
intervalle, on a 

v—v 
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donc 

x^ -^-px -^ q <^x* -\- px + 9'. 

Ainsi X croissant de — oo à oj^, la valeur du premier 
trinôme est constamment supérieure à celle du second ; or, 
cci est supérieur à la plus petite des quatre quantités a, p, 
a', p'. Donc, lorsque le premier trinôme, d'abord positif, 
s'annulera pour la première fois, le second n'aura pas encore 
changé de signe ; c'est-à-dire que a est la plus petite des 
quatre racines. 

D'autre part, si on fait décroître x à partir de x^, le premier 
trinôme, qui est d'abord positif, puisque l'on a supposé 
X >> o, ayant une valeur constamment inférieure à celle du 
second, s'annulera le premier; c'est-à-dire que ce, en décrois- 
sant d'une manière continue, passe par la valeur p avant 
d'atteindre les autres ; donc p est la plus grande des quatre 
racines, et leur ordre de grandeur est : 

p' P 

Deuxième cas : -^ - "> a^i > — - • — Il en résulte que x* 

2 2 

est supérieur à a et p, et au contraire inférieur à a' et p\ 

puisque X > o ; donc l'ordre de grandeur est 

oc < P < a?i < a < p\ 

P 

Troisième cas : — - > a^i . — Il en résulte que x^ est infé- 
rieur aux quatre racines. 

Faisons décroître a; de + o^ à a?i ; par conséquent, dans cet 
intervalle, on a 

x>' 4, 

P—P 
d'où 

a;* + pac -f- g > x* + p'x -f q\ 

Donc, la valeur du second trinôme, d'abord positive, est 

constamment inférieure à celle du premier; lorsque le second 

s'annulera pour la première fois, le premier sera encore 
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positif et n'aura pas changé de signe ; ainsi p' eôt la plus 
grande des quatre racines. 

D'autre part, si on fait croître x à partir de x^^ on voit de 
même que le second trinôme, d'abord positif, s'annulera le 
premier; donc a est la plus petite des quatre racines et leur 
ordre de grandeur est : 

^1 < a^ < oc < p < p'. 

Enfin, si, au contraire, le résultat de la substitution de ccj 
dans l'un des trinômes est négatif, on a 

(a - a')(a - p')(p - a')(p - p') < o, 
et l'ordre de grandeur des quatre racines est 

a < a' < p < p', 
OU 

a' < a < p' < p. 
Or, puisque a + p < a + h^ > d'après l'inégalité : p >!>', 
la première série d'inégalités est seule admissible. 

(A suivre.) 



PROPRIETES GENERALES DES CERCLES DE TUCKER 

Par M. Emile Vig^arié, élève à TËcole des Mines. 

(Smte, voir p. 195.) 



6é — Les deux triangles AcB^Cft, AbBcCa sont égaux entre 
eux et semblables à ABC. 

Ils ont les trois côtés égaux comme étant deux à deux les 
diagonales de trapèzes isocèles ; donc : 

Ba^'ô = BgCa GbA = CflA-b AcBa = AbBc. 

Ils sont semblables à ABC, car 

CXBc ^ BXCa = A = SXCb 

AbBcGa = AbBoCa = B == AcBatib 

AfcCaBc =^ AbCftBc = G =:= AcGbBfl. 
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7. — Cousidérons maintenant un triangle ABC et un second 
triangle kcBaCb inscrit dans le premier, et qui lui soit sem- 
blable. La circonférence circonscrite au triangle AcBoCt coupera 
les côtés de ABC en trois autres points qui détermineront le 
triangle AbBcCa*, nous nous trouvons donc maintenant dans 
rhypothèse formulée dans la note sur les Théorèmes sur les 
intersections d'un cercle et (Tun triangle, que nous avons publiée 
dans ce journal (Journal de Math, Élém, 4886, pp. 106-109, 
151-153); nous allons, par suite, pouvoir en tirer des consé- 
quences résultant des formules générales que nous avons don- 




nées. En nous reportant à cette étude, nous voyons immé- 
diatement que : 

1° Les angles de AcBaBb étant A, B, G, le triangle AcBaCf, 
lui est semblable [§ 1 formule (1)] (*); 



(•) Les renvois se rapportent à notre note précitée : Théorèmes sur les 
intersections (Tun cercle et d'un triangle d'après M. H. Taylor 
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2^ Les droites AcBc, BaGa, A^Cb se coupent en trois points 
situés sur les symédianes du triangle ABC (§ 3); 

S° Uéquation du lieu du centre du triangle (§ 5, formule 5) 
devient ici : 

- sin (B — G) + ^ sin (C — A) + - sin (A — B) = o, 
a c 

et Ton voit immédiatement que cette équation est vérifiée 
par les coordonnées du centre du cercle circonscrit ABC et 
par celles du point de Lemoine. 

4® L'enveloppe des cercles de Tucker est une ellipse tou- 
chant les côtés de ABC aux pieds des symédianes. Les foyers 
de cette ellipse sont les points de Brocard. 

8. — Nous avons vu (paragraphe 4) que les droites AaBt, 
BaBc, GaPh sont égales et que (paragraphe 5) les six points 
Ab, Ac, Ba, Bc, Ca, Gb sont sur un même cercle. Ces résultats 
ont été énoncés différemment par M. Neuberg {Mathésis, 1881); 
on peut dire : 

Les extrémités de trois droites égales, menées entre les angles 
d'un triangle ABC, 'parallèlement aux côtés du triangle ortho- 
centrique, sont situées sur un même cercle de Tucker, 

ou bien encore : 

Si les sommets d'un triangle se trouvent sur les symédianes 
d'wn autre triangle ABC et que ses côtés soient parallèles aux 
côtés du triangle orthocenlrique de ABC, les côtés de ces triangles 
se coupent mutuellement en six points d*unmêm£ cercle de Tucker. 

9. — Soient a , p', y' les points où se coupent les droites 

AcBc, AbCb, BaCa- 

Le centre d'un cercle de lucker est au milieu de la droite qui 
joint le centre du cercle circonscrit à ABC et le centre du cercle 
circonscrit au triangle a'pY* 

La perpendiculaire élevée en A à B'C passe par ; le triangle 
a'pY ayant ses côtés parallèles à ABC, la droite menée par a 
parallèlement à AO passera par le centre o) du cercle cir- 
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conscrit à a'f^y. Le centre du cercle de Tucker est sur la 
perpendiculaire aV qui est parallèle à AO. Les trois points 
0, 0)', 0) sont sur une même droite. Comme la figure AAt/Ac 
est un parallélogramme et que Aa' passe par a' milieu de A^Ac, 
il en résulte que <o' est le milieu de Oo). 

10. — Les trois points X, Y, Z, sont en ligne droite. 

En effet les deux triangles ABC, A'B'C, étant homologiques, 
les points d'intersection des côtés homologues sont trois 
points en ligne droite. 

11. — Le cercle T et la circonférence circonscrite à ABC 
ont la droite XYZ pour axe radical. 

En effet, car dans les triangles semblables ZAGa, Zl^^B 
on a 



ou 



ZA 
ZG» 


zc„ 

"^ ZB' 


ZA.ZB = 


= ZGg.ZCb* 



12. — Les cercles CBAcA^, BACaCb, AGBcBa ont pour centre 
radical le point de Lemoine. 

Le triangle AcB'^Ca étant isoscèle, on a B''Ac = B"Ca; or 
comme A^Ac = GaCb on a : 

B"Ae X AbAc = B^'Ga X GaC,. 

Le point B" situé sur la médiane antiparallële ou symé- 
diane Bp est un point de l'axe radical des deux circonférences 
BAbÂcG, AGaCbB; comme ces circonférences passent par le 
point B, la symédiane Bp est Taxe radical. On prouverait 
de même que les circonférences prises deux à deux ont 
pour axe radical une symédiane; elles ont donc pour centre 
radical le point de Lemoine. 

De là résulte ce théorème : 

Si deux cercles passant par A, B et kj G se coupent en un 
jfoint de la symédiane AK, les angles AGB, ABG interceptent 
des cordes égales. 
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13. — Les côtés des deux triangles AcB^Cb, AiBcG^ font 
avec les côtés homologues de ABC le même angle ô, car 
on a ; 

= A^aAc = BcAfcBo = 6, 

on peut donc dire que : • 

Si dans un triangle ABC on inscrit deux triangles AcBaGb, 
AfrBcCa, semblables à ABC, tels que les côtés font avec leurs 
nomologues de ABC le même angle 6, les sommets des deuoc 
triangles inscfrils appartiennent à un cercle de Tucker, 

14. — ABaAc, BBaCb, CCfrAc se coupent en un point û tel 

que les angles B^ûCb ="105 = ^ — B; C^Sc = BûG 
= 7c — G. Donc ; 

Les triangles ABG, GbAcBa ont même premier point de Bro- 
card ù. 

De môme : 

Les deux triangles ABG, AftBcQa ont même deuxième point 
de Brocard Q>. 

15. — Si Û, û' sont les points de Brocard du triangle 
ABG et si nous appelons, avec M. Neuberg, faisceaux de Bro- 
card les groupes de droites (QA, ûB, ÛG), (Û'A, Û'B, Û'G^ 
on peut énoncer ainsi un autre mode de génération des cercles 
de Tucker: 

Si Von fait tourner les deux faisceaux de Brocard autour de 
leurs centres d'un même angle Ô et en sens contraire^ les rayons 
rencontrent les côtés correspondants de ABG en six points d'un 
cercle de Tucker. 

Les points de Brocard sont donc les deux centimes perma^ 
nents de similitude. 

Les propriétés générales des cercles de Tucker que nous 
venons de donner, et dont la plupart ont été énoncées par 
les auteurs dont nous avons cité les mémoires au commence- 
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ment de cette note, et particulièrement par M. E. Lemoine 
{Mathésis 1884), donnent comme cas particuliers remar- 
quables : le premier cercle de Lemoine, les cercles de Taylor, 
Neuberg, M'Gay, etc. Ils feront l'objet d*un prochain article. 



SUR QUELQUES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES 

REMARQUABLES 
Par M. A. Boutin, professeur au Collège de Vire. 



1 . — Résoudre V équation 
G = cos X + cos 3x + cos Sa? + . . . + cos (2** — i)â? = o. (1) 

Groupons les termes à égale distance des extrêmes et 
transformons leur somme en produit; il vient : 

cos X + cos (2" — i)x = 2 cos 2"~*a? cos (2**""* — i)x 
cos 3x + cos (2" — 3)x = 2 cos 2'^~^x cos (2**""* — 3)cc 
cos 5x -f- cos (2" — 5)x =i 2 cos 2**""*a; cos (2**"* — S)x 

La dernière des égalités comprend les deux termes du 
milieu; le nombre des termes du premier membre de (1) est 
2"~*; il est donc toujours pair, sauf pour n = i; ces deux 
termes du milieu ont les rangs 

2«~2, 2"-2 ^ I, 

et leur expression est; cos (2**~* — i)x, pour le premier; et 
cos (2^*-* +i)â?, ou cos (2" — 2**-* 4" 1)0;, pour Tautre. 

Donc 

cos (2**~* — 0^ + cos (2** — 2**"* -f- 0^ =^ 2 COS 2^-^X COS.iC, 

Ajoutons membre à membre toutes les égalités précédentes, 
nous avons 

G = 2 cos 2**"*x[cos (2*»-* — \)x-\- cos (2"-* — 3> + • - 

+ cos 2>x + cos a;] = o. 

La quantité entre crochets est de la même forme que le 
premier membre de Téquation proposée ; il suffit pour l'obtenir 
d'y remplacer n par n — i ; on pourra donc, par le même 
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moyen, faire apparaître le facteur 2 cos 2**~2a?; puis, dans la 
nouvelle parenthèse, un facteur analogue; et ainsi de suite. 
On arrive ainsi à la formule que nous avions en vue : 
G = 2**~* cos X. cos 2X, cos ^x. cos Sx . , . cos 2**""*a?. 

Les racines de Féquation G = o sont celles des équa- 
tions : 
cos x=z Of cos 2a? = o, cos 405 == G, ... cos 2'*~*a? = o. 

Toutes ces équations rentrent dans la dernière, si on suppose 
que n puisse recevoir toutes les valeurs entières de i an. 

On a donc, finalement, 

(2fe+l)7C 

X — _ > 

2^ 

k étant un entier quelconque positif, négatif ou nul; et p 
ne pouvant recevoir que les valeurs entières de i à n. 

2. — Résoudre Véquation 

G' = I + cos 2x + cos 4x -f- cos 6x 4" • • • 

+ C0S(2"+* — 2)X = o. 

Groupons, comme précédemment, les termes équidistants 
d,3 extrêmes; il vient: 

i + cos (2**+* — 2)x = 2 cos^ (2'* — 1)0; 

cos 2X + cos (2** + * — 4)0? = 2 cos (2" — I )x COS (2" — 3)0? 

cos 4a? -|- cos (2**+* — 6)x = 2 cos (2** — \)x cos (2** — 5)x. 

cos 2**a; -f- cos (2"+* — 2** — 2)x = 2 cos (2** — 1)05 cos œ. 

Ajoutons membre à membre toutes ces égalités et mettons 
en facteur 2 cos (2** — i)x, dans le second membre ; il vient 
G' = 2 cos (2" — i)a;[cos (2* — ï)a? + cos (2** — 3)x 

+ . . . + cos x]. 

La quantité entre crochets est le premier membre G de 
l'équation traitée précédemment ; on a donc immédiatement 
G' == 2** cos (2" — î)x. cos 2""*j;. cos 2'^^x . . . cos 2X cos x. 

L'équation G' = o admet donc pour racines, outre les 

racines de G = o, celles de l'équation 

cos (2** — i) a; = o, 
c'est-à-dire 

(2A;4- O'ïï 

2(2** l) 



J 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 229 

3. — Résoudre V équation 

S = sin X -f- sin 3x -j- sin 5x + sin 7X -|- • • • 
+ sin (2** — i)x == o. 

Groupons encore les termes à égale distance des extrêmes : 
sin X + sin (2** — i)a? = 2 sin 2**"*a; cos (2**""* — i)x 
sin Sa? + sin (2** — 3)x = 2 sin 2**"*(r cos (2**"* — 3)x 
sin 5x -\- sin (2** — 5)x = 2 sin 2^^^x cos (2**""* — 5)0? 

sin (2**~"* — i)^ "f" sin (2** — 2**~* -f- i )aî = 2 sin 2""'*ic cos x. 
Ajoutons membre à membre ces égalités et mettons 2 sin 2**""*^? 
en facteur, il vient 

S = 2 sin 2**""*a:[cos (2"~* — i)^? + cos (2**""* = 3)x 

+ - . . + ^os x]. 
La quantité entre parenthèses est C, oîi n a été remplacé 
par n — 1. On a donc 
S = 2**~* cos X. cos 2X. cos 4X . . . COS 2^''^x. siu 2**~^a;. 
Ainsi les racines de S = o sont 

(2k +1)7: ki: 

x=- , et x = 



2? ' - 2""*' 

k pouvant recevoir toutes les valeurs entières de — oo è 
-f- oc, et p les valeurs positives, entières, de i an — i. 



GÉISÉRALITES SUR LA GEOMETRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'ORDRE p 

Par M. G. de lioni^champs. 

[Suite, voir p. 198.) 



22. Points Brocardiens. — Si Ton considère un point M, 

parmi les points que Ton peut associer à celui-ci on doit 
encore signaler deux points M', M^' dont les coordonnées véri- 
fient les égalités 

Ba' = Gp' = Ay' , (M' ) 

Goc'' = Ap" = Bf, (M") 



%^ 
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et qui constituent avec le point M ce que M. Neuberg nomme, 
familièrement, un triumvirat. Ces points M' et M^, ainsi asso- 
ciés à M, se déduisent de celui-ci, comme le couple de Bro- 
card du point de Lemoine; on peut les appeler points Bro- 
cardiens correspondant au point donné (*). 

La construction de ces points se fait très simplement de 
la manière suivante (**). 
Les droites AM, BM, CM rencontrent les. côtés du triangle 

en des points fx, v, p; me- 
nons : 

{xp' parallèle à GA, 
vtx' — AB, 
pv' — BG, 
les droites Aix', Bv', Gp' con- 
courent en un point qui 
est Tun des points Brocar- 
dions correspondant au 
point M. 
On voit d'abord que les 
droites en question concourent; il suffit d'appliquée aux 
points [X, V, p ; jx', v', p' le théorème de Jean de Géva, et la pro- 




^ ^' 



priété réciproque. 
En outre, on a 












Bp- 

Ap' 
et 


BlA 

-Ca' 


OU 


r 

y. 




C 
"B' 


Av' 
Gv'" 


_Ap 
-Bp' 


ou 


a 


a 


B 

— • 

A 


Ces égalités donnent bien 












Ba' — 


■.cp- 


— A 


r 





(*) Celte généralisation de Vidée qui fait apparaître les points de Bro- 
card dans l'étude de la géométrie du triangle paraît due à M. Lemoine, 
qui Ta fait connaître dans un très intéressant mémoire communiqué 
au congrès de TAssociation française, à Grenoble. (V. Annuaire 1885.) 

Ce mémoire se trouve aussi dans le Supplément du numéro de mai 1886 
de Mathésis. 

(**) Cette construction a été donnée par M. Lemoine, Nouvelles Annales y 
1885, p. 202. 
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Pour obtenir le second point Brocardien, il faut effectuer 
le tracé indiqué, mais dans Tordre inverse; mener lAp" 
parallèle à BA, etc. 

23. Points isobariques. — A un poinj donné M (A , B, G) 
on peut aussi associer des points que nous désignerons par 
Ml, Mj, Mj, M4, M5 conformément aux tableaux suivants ; 



M ... 


A, 


B, 


G 


Mj.. . 


A, 


C, 


B 


Ml. . . 


B, 


c, 


A 


M,. . . 


C, 


B, 


A 


ijl 2 • • • 


G. 


A, 


B 


M. .. 


B, 


A, 


G 



On obtient ainsi un groupe de six points que, pour une 
raison que nous allons donner, nous appellerons, avec M. Neu- 
berg, groupe isobarique associé à un point donné. 

La raison de cette dénomination découle de ce fait que 
les deux triangles MM^Mj, MjM^Mj ont le même centre de gra- 
vité que le triangle de référence. 

Dans le premier groupe que nous qualifierons groupe de 
première espèce, pour le distinguer du second, le point 
milieu ("^) de M^M, est représenté par les coordonnées 

B + C, G + A, A + B; 
or, ces quantités sont, précisément, les coordonnées du point 
complémentaire do M. 

Gette démonstration si simple s'applique, de même, au groupe 
isobarique de seconde espèce MgM^Mj. 

La construction des points isobariques, associés à un point 
donné, n'offre aucune difficulté. 

Pour les points de première espèce, il suffit d'observer 
qu'ils sont les réciproques des points Brocardions. 

Pour ceux de seconde espèce la construction est encore 
beaucoup plus simple. 

Prenons, par exemple, le point Mj et comparons-le au 

[*) Lorsque les coordonnées de deux points M, M' sont : 

A, B, C; A', B, C; 
si Ton a 

A + B + C = A' + B' + C^ 
les coordonnées du point milieu ^ sont proportionnelles à 

A + A, B + B\ n + C. 
On démontre ceci, en deux mots, et très élémentairement, en cherchant 
les coordonnées absolues des points M, M' et «. 
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point donné M. Nous observons alors : 1® que les deux points 
M et Mj formant, avec la base BG du triangle de référence, 
deux triangles de même aire; la droite MM, est parallèle à 
BG ; 2® que les droites AM et AM, rencontrent BG en deux 
points isotomiques. De cette double remarque on déduit la 
détermination de M,, connaissant M, par un tracé tout à fait 
simple. 

24. Construction de l'associé à l'infini. — Gelte 
construction, que nous avions réservée, peut se faire très sim- 
plement par la considération des points isobariques. 

Soit M un point, et soient A, B, G ses coordonnées; les 
points isobariques de première espèce correspondants M^, M, 
sont représentés par 

B, G, A; G, A, B; 
la droite M^M, a donc pour équation 

oc p Y 
B G A =0, 
G A B 
ou S a(BG — A») = o. 

Cette droite passe visiblement par le point Mq© 

B — G, G — A, A — B, 
en vertu de l'identité 

S (B — G)(BG — A') s: o. 
Par exemple : au centre I du cercle inscrit (a, 6, c) corres- 
pondent deux points isobariques de première espèce Ij (6, c, a), 
Ij (c, a, b) qui ont été étudiés par M. Jérabek {MathesU, 
t. P'; p.. 192); la droite IJ, donne la direction du point 
situé à rinfîni, associé de I, et dont les coordonnées sont 

b — c, c — a, a — b. 
La droite I^I, a pour équation 

S a(6c — a*) = o, 
et le point, harmoniquement associé à la transversale réci- 
proque de cette droite, a pour coordonnées 

bc — a*, ac — 6*, ab — c*. 
Ge point a été déjà signalé; les considérations qui pré- 
cèdent donnent un moyen assez rapide pour trouver sa 
position. 
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Observons encore qu'il résulte d'une remarque faite plus 
haut un autre moyen pour trouver le point qui est associé 
à rinfini avec le centre du cercle inscrit. Ce point est en 
effet harmoniquement associé avec la transversale réci- 
proque de la droite qui joint le centre du cercle inscrit au 

centre de gravité. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Bon tin, professeur aux Collège de Vire. 



1. — Si dans un triangle ABC on considère les trois 
cercles qui ont leur centre sur un côté et sont tangents aux 
deux autres , la somme des inverses de leurs rayons est 
égale au double de Tinverse du rayon du cercle inscrit dans 
le triangle ABC. 

2. — Si Ton considère les cercles qui ont pour centres les 
pieds des bissectrices extérieures d'un triangle et qui sont 
tangents aux deux autres côtés prolongés, le diamètre de 
l'un d'eux est une moyenne harmonique entre les rayons des 
deux autres. 

3. — Chacune des hauteurs d'un triangle ABC le partage 
en deux autres; on a ainsi six triangles. Si dans chacun 
d'eux on inscrit un cercle, et qu'on désigne dans un certain 
ordre leurs rayons par r^, r^, rg, r^, Tj, r,, le produit des 
rayons d'indice pair est égal au produit des rayons d'indice 
impair. 

4. — Si on substitue aux hauteurs considérées dans 
l'exercice précédent les bissectrices intérieures, et que 
o', a", b', b\ c\ c' soient les segments déterminés sur chaque 
côté par la bissectrice de l'angle opposé, Va^y ra'ff Vi/ . . , soient 
les rayons des six cercles considérés, on a la relation 

a, b ,£^ g I ^_ , g 

rt' rcf Tar ~~ Te// ' Ta'/ Tb'r 
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5. — Si, dans Texorcice précédent, on substitue aux bis- 
sectrices intérieures les bissectrices extérieures, et que 
Ton désigne par rV, ï'V, ^V ... les six rayons des cercles 
considérés, on a, en employant les mêmes notations, la rela- 
tion 

c -T- 6\rV rV/ a — c\r\' r\u) 
h — a\r\ r c"/ r 

6. — Si, aux lignes considérées préeédemmenf., on substitue 
les droites qui joignent le sommet d'un triangle au point de 
contact du cercle inscrit sur le côté opposé, et que l'on 
désigne par i\, r,, ï'j . . . Ils six rayons des cercles analogues 
dans un certain ordre, on a la relation 

7. — Si aux lignes précédemment considérées on substitue 
les droites qui joignent le sommet d'un triangle au point de 
contact du cercle ex-inscrit sur le côté opposé, on a encore 
six cercles inscrits, soient r^, rj, r, . . . leurs rayons, dans un 
certain ordre; le produit des rayons d'indice pair est égal 
au produit des rayons d'indice impair. 

8. — Si on considère les cercles analogues, en remplaçant 
par les médianes les lignes considérées dans les exercices 
précédents, et que i\, ^4,^8 ... soient leurs rayons, la 
somme des inverses des rayons d'indice pair est égal à la 
somme des inverses des rayons d'indice impair (*). 

9. — Si on joint le centre de gravité d'un triangle aux 
trois sommets, on le décompose en trois autres triangles; si 
Ro» Rb, B.C sont les rayons des cercles inscrits dans ces trois 

(*) Ce résultat, que je croyais nouveau, figure dans le Journal de 
Mathématiques (année 1881, p. 64). Il n'est conservé ici que pour com- 
pléter la suite de ces propositions. 
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derniers triangles, on a la relation 

R, ^ Rb ^ Re r, ^r,^r,^r^^ r,^r, r 

10. — Si dans un triangle ABC on considère simultané- 
ment les trois médianes^ elles partagent ABC en six triangles; 
si ^1, Tj, r,, r^, Tj, Tj sont les rayons des cercles inscrits dans 
ces six triangles, et dans un certain ordre, la somme des 
inverses des rayons d'indice pair est égale à la somme des 
inverses des rayons d'indice impair. 

11. — Si par le sommet A d'un triangle on mène une 
droite AD quelconque, arrêtée au côté a, elle partage le 
triangle ABC en deux triangles T^ et T^, additifs ou soustractifs, 

tels que le rapport z^ des cercles circonscrits aux triangles 

/» 

Ti , Tj est égal au rapport - des côtés qui comprennent 

Tangle A. 

On en déduit que si Ton mène par les sommets B et G 
d'autres droites, et que si l'on considère les rayons Rj, R^, 
Rg, Rj des cercles analogues à R^ et Rj, le produit K des 
rayons d'indice pair est égal au produit des layons d'indic^ 
impair. ^ 

Nota. — On trouvera 



8 sin A . sin B . sin G 
Voici la valeur de K pour quelques lignes remarquables 
du triangle 
(Médianes) (*) 

(Hauteurs) 



(*) La proposition rapportée par M. Gino-Loria (Journal, année 1881, 
p. 64) n^est qu'un cas particulier de ce théorème très général. 
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(Bissectrices intérieures) 

^ abc 



8*n(B + f)ms(^G+|)sin(A-h§)' 

(Bissectrices extérieures) 

d„ du d' 

— ^1 : 7 : ^^ : jz > etC. 

8 sm A . sin B . sm C 

12. — Calculer les .trois côtés d'un triangle rectangle, 
connaissant les rayons a et 6 des demi-cercles qui ont leur 
centre sur un côté de Tangle droit et sont tangents aux deux 
autres côtés. 

13. — Si on considère les trois hyperboles qui ont pour 
foyers les deux sommets d'un triangle et passent par le 
troisième sommet : 

{^ L'un des axes focaux est égal à la somme des deux 
autres; 

2° Le produit des demi-axes non-transverses est égal au 
produit de la surface du triangle par le rayon du cercle inscrit; 

3® Si 2a, 2p, 2 Y représentent les angles dos asymptotes de 
ces trois hyperboles, on a la relation 
^ K sin p . sin B = sin a . sin A + sin y . sin C; 

J 4^ Les trois branches de courbe passant par les sommets 
se coupent en un même point. (Il en est de même d'une de 
ces branches et des deux secondes pour les deux autres 
hyperboles ; 

S** Deux des ellipses considérées dans la question proposée 
n°20i {Journal de Mathémaliques, décembre 1885) et l'hyper- 
bole passant par le troisième sommet se coupent en un 
même point. 

On peut exprimer les côtés, la surface et le rayon du cercle 
inscrit dans le triangle ABC au moyen des axes non-trans- 
versales 2a, 26, 2C des trois hyperboles. Le carré de l'inverse 
du rayon du cercle inscrit est égal à la somme des carrés 
des inverses des demi-axes non-transverses. 

14. — On considère un cercle et deux diamètres AA', BB' 



I 



V 

y 
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rectangulaires; on mène un rayon quelconque OC, puis CD 
parallèle à OA, D étant le point où CD coupe OB; on mène 
AD qui coupe OC en un point M dont on demande le lieu. 

Ce lieu est une parabole qui a pour foyer le point et 
pour directrice la tangente on A au cercle. 

15. — On a entre les côtés a, b, c d'un triangle quelconque 
ABC et les distances dj, d,, d^ du point de concours H des 
hauteurs aux sommets, la relation 

di d, dg d^djds 

16. — Couper un cône circulaire droit donné par un 
plan parallèle à une des génératrices et tel que le segment 
parabolique de section ait une aire maximum (*). 

17. — On considère un cercle et deux points fixes A et 
B à égale distance du centre sur le diamètre fixe A'B'; un 
troisième point mobile C parcourt la circonférence. On joint 
CA, CB; ces deux droites rencontrent respectivement en D 
et en E la circonférence; les tangentes en D et en E se cou- 
pent en un point M dont on demande le lieu. 

Ce lieu est une ellipse qui a pour petit axe A'B'. 

(A suivre.) 



BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPECIAL 



FACULTÉ DE LYON 

29 Juillet 1885. — I. Mesure de Taire de la sphère. 

II. Quel est le poids de glace à o» nécessaire pour amener à Télat 
d^eau liquide à 5°, 958' de vapeur d^eau saturante à looo? La chaleur 
de fusion de la glace est 80, la chaleur de condensation de la glace 
est 537. 

(*) Cette question, qui figure dans le recueil d'exercices d'analyse 
infinitésimale de M. Frenet, peut se traiter élémentairement. 
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1" août. — Mesure du volume engendré par un triangle tournant 
autour d'un axe situé dans son plan et passant par un seul sommet. 
Appliquer au cas d'un triangle équilatéral dont le côté == i™ tournant 
autour d'un axe incliné à 45" sur Tun des côtés. 



CORRESPONDANCE 



Remart/ue sur les puissances de w, 

MOiN CHER AMI, 

La présente remarque est tellement simple que j*ai presque 
honte de vous l'adresser. Tout le monde a dû la faire, et 
cependant je ne l'ai vue imprimée nulle part. Elle aurait 
cependant, à mon avis, une véritable utilité si on Tintrodui- 
sait dans l'enseignement d'une façon régulière. 

Voici ce dont il s'agit. Les puissances successives de 1 1 
sont: II, 121, i33i, 14641, etc. On reconnaît immédiatement 
à l'inspection des chiffres de chacun de ces nombres les 
coefficients des puissances du binôme, et il n'en peut être 
autrement, puisque la règle de la multiplication par 1 1 est 
identique avec la formation ordinaire du triangle arithmétique 
de Pascal. D'ailleurs, 11 étant égal à 10 + i> i^^ sera 
(10 + ly , c'est-à-dire que les chiffres seront les coefficients 
des termes dans le développement de {x-{- ly. Pour le 
système décimal, la remarque ne s'applique que jusqu'à la 
4^ puissance ; car au delà les coefficients sont supérieurs à 10. 
Mais si Ton considère le nombre 1 1 comme écrit dans une 
base de numération aussi grande qu'on voudra, il n'y a plus 
de limitation, et les chiffres successifs seront, pour les 
diverses puissances, 

(0, (0 

(0^ (2), (I) 

(I), (3), (3), (I) 

(i), (4), (6), (4), (I) 
(1), (5), (10), (10), (5), (,) 

(i), (6), (i5), (20), (i5), (6), (i; 
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(Je mets ici les nombres entre parenthèses pour exprimer 
qu'ils représentent, sans exception, des chiffres d'un certain 
système de numération.) 

Par exemple, la 6® puissance de 38 dans le système de 
numération de base 87 s'écrira 

{i)(6)(i5)(2o)(i5)(6)(i). 

Ne pensez-vous pas que cette remarque ramène au fond 
la formule du binôme aux plus simples notions de l'arithmé- 
tique élémentaire, c'est-à-dire à la théorie de la mukiplica- 
tion la plus facile et qu'à ce titre elle devrait prendre cou- 
ramment place dans l'enseignen^pnt? 

Si oui, donnez-lui accès dans l'un de vos deux excellents 
journaux. 

Si non, excusez-moi de vous avoir pris vos instants pour 
une chose insignifiante. 

Et dans tous les cas croyez-moi bien toujours votre tout 
dévoué. 

G. -A. Laisant. 



Extrait d'une lettre de M. Ed. Lucas. 

M. Ed. Lucas nous écrit pour nous faire observer qu'on 
peut ajouter aux reuseignenients bibliographiques que 
M. Casimir Rey a donnés dans sa note sur l'omniformule, 
le suivant. 

Un mémoire de Chelini publié dans le Giornale Arcadico, 
t. 96, a pour titre : Teoremadi Steiner^ sut volume di un corpo- 
terminato da basi parallèles drcoscritto lateralimento da una 
superficie rigata, par D. Chelini, délie scuole Pie. 

M. Ed. Lucas possède l'exemplaire de Chelini dédié à Stei- 
ner mais il ignore la date de sa pub'ication; un de nos 
correspondants d'Italie, s'il possède le journal cité, nous la 
fera sans doute connaître. 

G. L. 



340 JOURNAL DE MATHÉMÂTIQU£S ÉLÉMENTAIRES 



QUESTIONS PROPOSEES 



227. — Etant donnée une parabole de foyer F, on considère 
la perpendiculaire à Taxe passant au foyer et coupant la 
parabole en A et B ; par ces points on mène des parallèles à 
Taxe ^\ Soit M un point de la parabole, on joint AM, BM 
qui coupent AA' en K^ H. Enfin HK coupe AB en I et Ton 
projette M en G sur AB, Démontrer : 

1® Que le cercle ABM est' coupé par CM en un point dont 
le lieu est une droite ; 

2° AH + BK = const. ; 

3** HK passe par un point fixe D ; 

4° Le cercle DIG est tangent à Taxe en un point fixe ; 

5** Les cercles qui ont leur centre sur HK et passent par 
HG, IG, sont orthogonaux ; 

6® L'axe radical de ces cercles passe par un point fixe ; 

7® Get axe radical et les droites MF et HK concourent ; 

8° HK est parallèle à la tangente en M ; 

90 AH — BK = 2GF. (Louis Prince, 

élève au lycée de Grenoble.) 

228. — On donne, dans un plan, un angle ccOy, et un 
point A. Par les points 0, A, on fait passer une infinité 
de circonférences. Soit BG la corde déterminée, dans Tune 
d'elles, par les côtés de Tangle. Soit M la projection de A 
sur BG, Le lieu de M est la droite de Simson relative aux 
données (*). (Catalan.) 

(*) Cette proposition, évidente, a seulement pour objet de généraliser 
la définition habituelle. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IHPRIBIBKIE GHAIX. 
RUI BERGÈRE^ 20i PARIS. — 18666-6. 
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RÉSOLUTION DU SYSTÈME 

DE DEUX INÉGALITÉS DU SECOND DEGRE 

A UNE INCONNUE 

Par \f. E. EAUTeriiay, professeur au Collège Rollin. 

{Suite, voir p. 217.) 



Soit P = a;' + P^ + ? 

Il y a quatre systèmes d'inégalités à considérer, selon que 
P et P' sont de même signe ou de signes contraires. Rap- 
pelons que, dans ce qui suit, on suppose que Ton a p >> p', 
ce qui est permis. 

Premier Système : P > o, P' > o. 

On substitue ^ 2. dans Tun des trinômes ; supposons 

d'abord que le résultat de cette substitution soit positif. 

Si Ton a ^ % > — —, on a vu que Tordre de grandeur 

p — p 2 

des racines était donné par les inégalités 

a<a'<r<S. 
X ne pouvant varier entre a et p d'après la condition P > o, 

X ne peut varier que de — oo à a ou de p à + *^ » ^t dans 

ces conditions la seconde inégalité étant satisfaite, la solution 

du système est 

a? -< a ou ^ > P- 

q' — Q p' P 

Si = -. est compris entre et — - Tordre de ffran- 

p — p 2 2 ° 

deur étant: 

a<p<a<p' ^ 

on pourra faire varier x soit de — <x> à a ; soit de p à a', 
soit de p' à -j- 00 . 

Enfin, si Ton a -, < — -, on a : 

p — p 2 

*'<«<p<f'; 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1886. 11 
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comme dans la première hypothèse, la solution est 

a; <C a ou a? >- p' 
Si, au contraire, le résultat de la substitution de x^ est 
négatif, Tordre de grandeur étant indiqué par les inégalités 

* < a < p < P', 
Ja solution du système est 

a; < a ou ic > P' 

Deuxième Système : P > o, P' < o. 

La substitution de x^^ dans l'un des trinômes donnant un 
résultat positif, si Ton a 

1® iCi > — -, Tordre de grandeur est : a < a < p' < p. 

Or, pour satisfaire la seconde inégalité, x ne doit varier 
qu'entre a' et 6', et dans cet intervalle, le premier trinôme 
serait constamment négatif et non positif, comme la question 
Texige; donc, dans ce cas, il y a impossibilité de satisfaire 
à ce système; en d'autres termes, ces deux inégalités sont 
contradictoires. 

xi p 

2® Si Ton a — — >«?!> — -, Tordre de grandeur des 

racines est : 

oc<p<a'<p', 

donc en faisant varier x entre a' et p', les deux inégalités 
sont satisfaites, et il est évident que c'est la seule solution. 

P 
Enfin, si Ton a a?i < , Tordre de grandeur des quatre 

racines est : a' <C a < P <C P'> 

X ne pouvant être compris entre a et p d'après l'inégalité 
P > G, on voit que x doit varier soitde a' à a, soit de p à p'. 
Si, au contraire, le résultat de la substitution de x^ dans 
Tun des trinômes est négatif, on a : 

a < a' < p < P'. 

D'après la condition P' < o, x ne peut varier que de a' à 
&', et puisque x ne peut être inférieur à p. Tinter valle com- 
pris de a' à p doit être supprimé, et la seule solution du 
système est 

p<a?<p'. 
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Troisième Système : P <] o, P' << g. 

En suivant le même ordre et faisant les mêmes raison- 
nements, on verra facilement que les solutions sont celles 
consignées dans le tableau ci- dessous. Cette observation 
s'applique au quatrième Système ; P << o, P' > o. 



p=p' et q>q' 



p = ic^ + pa; -f g>o 

P'=x^-\-p'x+ q'>o 



(a;<a'oua;>p' 



P>o 
P'<o 




P<0 
P'<0 



«<iC<P 



P<0 

P'>o 



Imp. 



i — ? > — ?-<iC<a ouar>B 



Imp. 



a'<aJ<p' 



ou 



I _ » 



, P Q — Q P 

2 P—P 2 



,a;<aouaj>p' 



ou 



<a;<a 



>P' 



a<a;<3' 



Imp. 



a<a;<p 



2 p— P 



,<a;<a'oua7>p' 



ou 



a<it?<p 



Imp. 



X<o 



ar<aoua;>^ 



P<a?<p' 



a<a:<p 



a<a;<a 



/'^ suivre,) 



GENERALITES SUR LA GEOMETRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'oRDRE p 

Par M. G. de Ijong^ehamps. 

(Suite, voir p. 229.) 



LES TRANSVERSALES DANS LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

Les idées générales que nous venons d'exposer peuvent 
s'appliquer, avec les modification? convenables aux trans- 
versales d'un triangle de référence, associées d'après cer- 
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taines lois géométriques. Le principe de dualité, pris dans 
son sens le plus général, trouve ici à s'employer de mille 
façons différentes ; mais ce que nous avançons exige peut- 
être quelques explications. 

25. Correspondance générale de deux transver- 
sales. — Imaginons que nous sachions faire correspondre: 

1** IJn point M', à un point M ; ^ une droite [x, à un point 
M ; et réciproquement. Dans ces conditions, nous pouvons 
faire correspondre : à une droite donnée [x, un point M ; à 
celui-ci un point M' ; enfin, à ce dernier point une transver- 
sale \s\ 

En jetant sur ces constructions une vue d'ensemble jious 
voyons donc que nous pourrons faire correspondre une droite 
\t! à une droite donnée \l toutes les fojs que nous saurons 
établir une correspondance entre deux points ; et, aussi, entre 
un point et une droite. Cette correspondance des droites ji., {jl', 
une fois établie, on pourra dégager le principe de transformation 
auquel on aboutit ainsi, des idées auxiliaires qui ont servi 
à le trouver ; et, finalement, chercher la loi de correspondance 
qui unit directement les transversales [jl et \l. 

Nous allons mieux faire comprendre ces notions générales 
en les appliquant à deux exemples bien connus. 

26. Transversales réciproques. — Prenons une 
droite A et soit M le point harmoniquement associé ; à ce 
point M, correspond son réciproque Mq ; enfin à Mq corres- 
pond une transversale Aq harmoniquement associée. Ainsi, ces 
principes de correspondance entre les points réciproques 
d'une part, et les points et droites harmoniquement associés 
d'autre part, conduisent très naturellement à rassoeiatiou 
des droites A et Aq. 

Après avoir imaginé ces deux droites, déduites l'une de 
l'autre, comme nous venons de l'expliquer, on peut se proposer 
de dégager la correspondance trouvée des principes auxi- 
iaires qui ont servi à l'établir et qui, au fond, constituent 
une évidente superHuité. 

C'est ainsi quo, dans cet exemple, observant que les droites 
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A, Ao coupent les côtés en des points isotomiques, on voit 
que A et Aq ne sont autre chose que deux transversales réci- 
proques, lesquelles se déduisent directement Tune de l'autre 
par la loi connue. 

27. Transversales inverses. — Prenons maintenant, 
au lieu de la correspondance par points réciproques, la cor- 
respondance par points inverses du colonel Mathieu. 

A une droite A, faisons correspondre un point harmonique- 
ment associé M ; prenons ensuite le point inversQ M' et construL 
sons enfin la droite A' harmoniquement associée à M' ; nous 
obtenons ainsi deux transversales à, A' liées Tune à l'autre 
comme il vient d'être dit. Mais on peut établir directement 
la correspondance de A avec A' de la manière suivante. 

Appelons, droites isogonales (*) deux droites qui, partant 
d'un sommet A d'un triangle, sont symétriques par rapport 
aux bissectrices de l'angle formé par les droites AB et AC. Si 
nous considérons une transversale A rencontrant les côtés 
de ABC aux points Ma, Mb, Me les isogonales des droites 
AMfl, BMb, GMc coupent les côtés du triangle en trois 
points Ma, Mb» Me qui sont sur une droite A'. 

Cette droite A', déduite de A par cette construction géomé- 
trique simple et directe est, comme on le vérifiera sans diffi- 
culté, celle que nous avons trouvée plus haut par un procédé 
indirect qui faisait intervenir dans la construction, tout à 
la fois, la notion des points inverses, et celle des points et 
droites harmoniquement associés. On obtient donc finalement 
entre les deux droites A, A' que nous nommerons trans- 
versales inverses, une correspondance directe et c'est celle-ci 
que l'on doit évidemment préférer. 

28. Droite de Ne-wton, associée d'une trans- 
versale donnée. — Dans d'autres cas, la correspondance 
entre deux transversales peut s'établir directement et, à l'in- 
verse de ce que nous avons vu dans les deux paragraphes 

(*) Nous proposons ici un changement de nomenclature analogue 
à celui que nous avons introduit pour le terme de points isotomiques 
(J. M. S., 1886, p. 86). 
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précédents, on déduit de cette association une correspon- 
dance entre un point et une droite, ou entre deux points. 

Voici un exemple de ce genre de correspondances. 

Soit un triangle ABC ; une transversale A tracée dans son 
plan détermine un quadrilatère complet et Ton sait que les 
milieux des diagonales sont situés sur une certaine droite A'. 
Pour rappeler un théorème célèbre, on peut dire que A' 
est la droite de Newton, associée à A (*). 

L'équation de A étant 

on vérifiera sans peine que A est représentée par 

A + B + G -""' 

Il est facile de déduire de là la correspondance entre les 
points M, M' harmoniquement associés aux droites A et A'. 

Les coordonnées (g, p, y) ^® ^ sont 

/>i\ III 

^^^ T B' G' 

celles de M' (g', p', y') se calculent par les formules 

<^"'(B-+s-î)=Kè+ï-î)=''a+5-s)- 

En comparant ces deux tableaux, on voit que le réciproque 
de M' est F anti-complémentaire de M. 

On obtient ainsi une propriété élémentaire assez curieuse 
sur le quadrilatère complet; mais la méthode de transforma- 
tion des figures que prendrait pour base le principe de cor- 
respondance associant, comme nous venons de le voir, les 
points M et M", reviendrait au fond à la transformation 
par points réciproques. La raison en est que les figures 
anti-complémentaires étant homothétiques, du moins dans le 
système de coordonnées barycentriques que nous employons 
dans ce travail, les lieux décrits par les points M et M' sont, 
à une transformation homothétique près, deux courbes pou- 

(•) Plus brièvement, a' pourrait s'appeler la Newtonienne de A. C'est 
aussi, suivant une locution assez répandue, la médiane du quadrila- 
tère complet déterminé par le triangle de référence et par la transver- 
sale donnée A. 



i 
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vant être considérées comme transformées Tune de Tautre 
par points réciproques. 

29. Droites associées (sens général). — D'une façon 
générale, on voit que Ton peut reproduire, pour les droites, 
tout ce que nous avons dit relativement aux points qui sont, 
d'après une certaine loi, associés à un ou plusieurs points 
donnés; mais il nous reste à montrer comment on rattache 
la construction des droites associées à celle des points 
associés correspondants. 

Prenons une droite A représentée par Téquation 

Aa + Bp + Cy = o, 
et associons lui une droite A' ayant pour équation 

a/-(A, B, G) + pf(B, G, A) + yAG, A, B) = o ; 
nous voulons faire observer que la détermination de A' se 
fera toujours sans difficulté, si Ton sait déterminer le point 
M dont les coordonnées sont 

AA, B, G), /-(B, G, A), AG, A, B), 

connaissant d'ailleurs le point M' qui correspond aux coor- 
données 

A, B, G. 

En effet. M' est le point harmoniquement associé à la 
transversale réciproque de A ; on connaît donc ce point W. 
Gonslruisons maintenant le point M, associé au point M' 
comme nous venons de le dire ; en prenant la droite A' 
harmoniquement associéeàM, puis sa transversale réciproque, 
nous obtiendrons A'. 

30. Droites Brocardiennes. — De même qu'on ne 
peut concevoir un point M, sans imaginer aussitôt, entre 
autres choses, les points Brocardions correspondants M', M"; 
de même, une droite A du plan ABG donne naissance à deux 
droites A', A'', associées à la droite A, comme nous allons 
l'expliquer. 

L'équation de A étant 

Aa + Bp + Gy = o, 
imaginons les droites A', A"' correspondant aux équations 
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C + I + B-°' 
et proposons-nous de les construire. 
A cet effet, menons : 

par A' une parallèle 

— B' — 

— C — 




A'Aj 
B'Bi 

ce» 

les 



a 
a 



à GA, 
AB, 
BG; 

trois points A^, 
B,, Gj sont, pour des 
Irisons évidentes trois 
points en ligne droite ; 
cette droite est pré- 
cisément Tune des 
droites visées ci-des- 
sus. 

La seconde droite 
s'obtient en effectuant 
le tracé précédent dans 
le sens inverse ; c'est- 
à-dire, en menant par A' une parallèle à BA, etc. 

31. Droites algébriquement adjointes. — En appli- 
quant à la géométrie tangentielle l'idée des points algébri- 
quement adjoints (*), on est naturellement conduit à consi- 
dérer les quatre droites qui correspondent à Téquation 

dans laquelle les signes sont arbitrairement choisis. Ces 
droites sont harmoniquement associées aux points (± A, + B, 
+ G) considérés par M. Lemoine; et, de Tune d'elles A, on 

(*) J'ai proposé [§ 10), pour abréger le langage, de dire simplement 
points adjoints ; mais cette expression ne vaut pas mieux que celle de 
points associés qui, pour ces points, a été proposée par M. Nenberg (Mathe- 
sis, t. I. p. 173) et par M. Lemoine (/. Af. S. t885, p. 193). Il faut, pour 
rappeler le plus possible le caractère de la loi d'association des points en 
question, ajouter qu'ils sont algébriquement adjoints ou algébriquemen 
associés ; car dire quMls sont adjoints ou associés, cela est insuffisant. 
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déduit les trois autres en prenant les conjugués harmo- 
niques, par rapport aux côtés du triangle de référence, des 
points communs à A et à ces côtés. On obtient ainsi trois 
points, qui, joints deux à deux, donnent les droites algé- 
briquement adjointes à A. Quatre droites adjointes forment 
un quadrilatère complet dont les diagonales sont justement 
les côtés du triangle de référence. 

En un mot, ces deux idées corrélatives (je prends le terme 
dans son sens le plus général), Tune concernant les points M, 
N associés d'après une certaine loi correspondant au tableau 
A, B, G, coordonnées de M 

/(A,B,C), AB,G,A), r(G,A,B), ~ de N 

et Fautre les droites [x, v associées Tune à Tautre de telle 
sorte que 

Aa + Bp + Cy = o, soit l'équatioD de tx, 

a/'(A,B,G), + pf(B,G,k) + y/'(G,A,B) = o, celle de v. 
ces deux idées, disons-nous, sont tellement liées Tune à 
l'autre que, par Tentremise des points et droites harmoni- 
quement associés d'une part, des points réciproques ou des 
transversales réciproques d'autre part, on peut trouver la 
droite v (connaissant ijl), si Ton sait trouver N (connaissant 
M); et réciproquement. 

Au fond, dans les lignes qui précédent, nous transportons 
dans la géométrie du triangle le principe si fécond de la 
transformation de Poncelet. 

32. Points et droites associés (sens général), — Ges 
réflexions conviennent tout aussi bien aux points et droites 
associés. 

Si, à un point M, dont les coordonnées sont 

A, B, G, 
on associe une droite [x, celle-ci correspondant à Téquation 

aAA,B,G) 4- ri/(B,G,A) + yAC,A,B) = o ; 
on voit qu'il suffira, pour construire «x : 1® de déterminer le 
point M' (associé à M) et dont les coordonnées sont 

AA,B,G),AB;C,A),/-(G,A,B); 
2® de prendre la droite [tf harmoniquement associée à ce 
point M'. 

JOURNAL DE MATH. ÉlAm. — 1886. 11. 



250 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

3® enfin, la transversale réciproque de yf. 

Avant de lésumer, comme nous allons le faire tout à 
rheure, les lois les plus simples qui permettent d'associer 
à un point donné, des éléments nouveaux, nous ferons 
observer que les idées développées dans ce paragraphe, et 
dans le précédent, permettent d'étendre : 1® aux droites 
associées, 2** aux points et droites associés, tout ce que nous 
avons dit plus haut pour les points associés, sans qu'il soit 
nécessaire d'insister davantage sur cette généralisation évi- 
dente. (A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boa tin, professeur au Collège de Vire. 

{Suite, voir p. 233.) 



18. — Lemme. Si une droite est partagée en deux seg- 
ments de longueur a et 6 et que sur chacun de ces segments 
on décrive une circonférence, la portion { de tangente com- 
mune extérieure comprise entre les points de contact est 
moyenne proportionnelle entre les segments a et b. 

19. — On considère un triangle ABC, sur chacun des seg- 
ments déterminés par la bissectrice intérieure de l'angle À 
sur le côté a, on décrit des demi-cercles, et l'on désigne par 
la la longueur de la portion de tangente commune extérieure 
comprise entre les points de contact sur ces demi-cercles, et 
hi h les quantités analogues pour les autres côtés; on a la 
relation : ^ 

v^+v^ + v^ = ,i/Z. 

la ^ (b ^ le V Rr 

ÎÎ9. — Si, sur une droite on porte à la suite l'un de l'autre 
les deux segments soustractifs déterminés sur le côté a par 
la bissectrice extérieure de l'angle A d'un triangle ABC, et 
que sur chacun d'eux comme diamètre on décrive une cir- 
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conférence, si /« désigne la portion de tangente commune 
extérieure à ces circonférences et /i, le les longueurs ana- 
logues pour les côtés b et c, on a la relation : 

\/b \/a \/c 

'b *^a ^c 

21. — /a, /i ayant la même signification qu'aux deux 

exercices précédents; on a les relations : 

{b + cya + {a + c)h + {a + b}lc={b—c)la+(a'-c)ll+{a—b)l'c 

a c 6 

Ua IJct Ib'b 

22. — Si /a, 4, le désignent des quantités analogues aux 
précédentes, pour les segments déterminés sur les côtés 
par les hauteurs. On a la relation 

a'il + b^ft + c'Pc = 4S'. 

23. — Si on substitue aux hauteurs les médianes, on a 

la + lb + le =P' 

abc 
En effet on a évidemment dans ce cas la = -, Ib = -. h = -, 

2 2 2 

24. — Si la, Ibf le désignent toujours des quantités ana- 
logues aux précédentes pour les segments déterminés sur 
chaque côté par le point de contact du cercle inscrit. On a: 

lalblc = S?% fô I l9 "f" lâ ^^ T ' 

la ^b ^t ^* 

laf Ib, le sont les demi-axes non trans verses des hyperboles 
considérées n*> 13. 

25. — Le cercle ex-inscrit r' détermine sur le côté a deux 
segments additifs, sur 6 et c deux segments soustractifs, si 
l'a, tby ïc désignent des quantités analogues aux précédentes 
pour les côtés a, 6, c; si, en outre ti, 4', 4', C-. désignent 
de même, d'autres quantités analogues pour les segments 
déterminés par les points de contact des autres cercles ex- 
inscrits, on a les relations 

(1) lalblc = Sr , lalblc = Sr , la h le ^= Sr , 

(2) 4 II = pCa , t'a le = pl'b , C C = pC , 
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(3) tJlt"=Sr=lahly 

(4) t'a = la, lb = h y le=^tc, 

(5) O + C + Je; = O + 4' + C* = p«, 

(6) ' 4C^c = C^b^ = Sp, 



/,-v ^b^c l'a h ^g ^b 

U/ "7~ — ~pr — ,w ^- P» 

*a ^b ^c 

7 7/ / 7* 7' ;"/"7" f»f*f 

yQ^ l'aHf'c •'o»'b*'c t'a 'b «-c 'a 'b 'c o 

1^/ ""T" = ""Z?^ = T^ — ,.w -- ^• 

r 7 r r 



^a'b^c ayant même signification qu'au numéro précédent. 

(A suivre*) 
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Nous signalons k Tattention de nos lecteurs un ouvrage qui vient 
de paraître et qui a pour titre : c Théorie des équations et des inéquations 
du premier et du second degré à une inconnue ». 

L'auteur est M. Tartinville, professeur de mathématiques élémentaires 
au lycée Saint-Louis. 

Cet ouvrage nous paraît appelé à rendre de réels services aux élèves 
qui veuleut posséder à fond cette partie si importante de l'algèbre qui 
se rattache à la fonction du second degré. 

Toute cette théorie est traitée avec le plus grand soin. De nombreuses 
applications accompagnent chacune des questions et, ainsi, aident à 
leur intelligence. Enfin, un certain nombre de problèmes, oii Ton ren- 
contre toutes les difficultés qui peuvent se présenter, sont discutées 
complètement. 

Nous sommes convaincu que les candidats aux différentes écoles 
nous saurons gré de leur avoir fait connaître cet excellent ouvrage- 

G. L. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



ÉCOLES D'ARTS ET MÉTIERS (1883) 

I. On donne un cercle et trois points m, n, p, placés sur la circon- 
férence. Inscrire dans ce cercle un triangle ABC tel que les trois points 
donnés soient les milieux des arcs sous-tendus par les trois côtés. 

II. Calculer k moins d*un centimètre près le périmètre et déterminer 
exactement la surface dMn polygone régulier de 1 2 côtés inscrit dans 
un cercle de i",56 de diamètre. On vérifiera par le calcul et Ton dé- 






p 
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montrera géométriquement que la surface de ce dodécagone est triple 
de celle du carré construit sur le rayon du cercle circonscrit. 

(17 juillet 4885, de 9 h. à 40 h, et demie.) 

Arithmétique. 

I. Calculer à moins d'un franc près, le prix d'un champ de 5 arpents, 
28 perches 2/3 situé dans un pays où l'hectare superficiel coûte 3ooo francs. 
On sait d'ailleurs qu'une toise équivaut à i "',94904 et que l'arpent de 
Paris était composé de 100 perches ayant chacune 3 toises de côté. 

II. Un marchand remplit une pièce de 228^ avec deux sortes de vin 
ordinaire qui lui coûtent l'un o fr. 5o et l'autre o fr. 65 le litre et avec 
du vin de Bordeaux à o fr. 80 le litre. Il emploie 5 fois plus de vin de 
Bordeaux que de vin à o fr. 5o, et 6 fois moins de vin à o fr. 5o que 
de vin à o fr. 65. On demande 1* Combien il entre de litres de chaque 
espèce de vin dans le mélange ainsi obtenu ; 2** A quel prix le mar- 
chand devra- t-il vendre le litre de mélange pour réaliser un bénéfice 
de 20 0/0? 



AGRÉGATION MATHÉMATIQUE DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

(ANNÉE 1885) 



Mécanique, ' 

Un corps solide homogène de densité i, 5, a la forme d'un cylindre droit, 
dont le rayon est R et la hauteur o'",45. On fixe les deux extrémités d'une 
arête, et on fait exécuter au solide de petites oscillations autour de cette 
droite, l'écart initial étant 6» et la vitesse initiale nulle : !• Calculer le 
moment d'inertie relatif à l'axe de suspension ; 2* Déterminer R de 
manière que le solide exécute deux oscillations par seconde; 3*> Quelle 
est, dans ces conditions, la force vive du solide au moment où il passe 
par sa position d'équilibre; 4» Trouver' les axes de suspension, paral- 
lèles au premier, qui donneraient la même durée pour l'oscillation. 

Géométrie descriptive. 

Une hélice est tracée sur un cylindre circulaire droit à axe vertical. 
Construire l'ombre portée obliquement par cette courbe sur le plan 
horizontal (rayons parallèles). On fera l'épure, à main levée, dans le 
cas le plus simple. 

Algèbre et trigonométrie. 

Dans un triangle rectancfle AOB, on donne les deux côtés de l'angle 
droit OB = a, OA = 6, ainsi qu'un point H situé sur OA ou sur son 
prolongement. Trouver sur OB un point C tel que le triangle BGD ait 
une surface égale à la moitié de celle de AOB. Résoudre le triangle 
BCD dans le cas où OH et OA, étant de même sens, le premier est 
triple du second. Eflectuer numériquement cette résolution en suppo- 
sant a = 3" et 6 = 4™. 
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BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 

SPÉCIAL (PARIS) 



Mathématiques, 

5 et 6 août 1886. — I. Un cône circulaire droit SAB et un cylindre 
circulaire droit ABDG ont même hauteur SO appelée h, et même base : 
le cercle AB de rayon R. On demande à quelle dislance x de la base AB 
il faut mener un plan EF, parallèle à cette base, pour que le tronc de 
cône AIKB, soit équivalent au volume compris entre le cylindre AEFB 
et ce même tronc de cône AIKB. 

II Décrire la vis sans fin. Dire à quoi elle sert? 



CERTIFICAT D'ÉTUDES DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

(ANNÉE 1886) 



Mathématiques. 

30 et 31 juillet. — I. On donne un angle droit MON et un point P 
pris sur la bissectrice de cet angle; mener par le point P une droite AB 
limitée aux deux côtés de l'angle de telle sorte que l'aire du triangle 
AOB soit équivalente à un carré de côté a. La longueur OP = <i. Ou 
cherchera la longueur x de OA. Discussion. 

II. Epure à main levée de l'intersection d'une droite donnée par ses 
projections et d'un plan donné par ses traces. — Légende. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

PARIS 1886 i*) 



Mathématiques. 

Juillet. — I. Inégalité des jours et des nuits. 

II. D'un point M, mobile sur la base BG d'un triangle, on abaisse d*»s 
perpendiculaires MP, MQ sur les deux autres côtés. On demande le 
minimum de la somme des carrés de ces deux perpendiculaires 

b'C^ sin2 A 

^'^- fe» + c' • 



(*) Ces énoncés, avec l'indication des résultats, sont empruntés au recueil 
publié par la librairie Groville-Morant et Foucart {Journal des examens de 
la Sorbonne, 20, rue de la Sorbonne). 

Nous prions ceux de nos lecteurs qui connaissent les énoncés des 
sujets proposés aux examens du Baccalauréat, dans les diverses facultés 
de province, de nous les envoyer; nous les publierons bien volonliers. 
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10 juillet. — I. Étant donné le secteur circulaire droit BOA et la 
tangente en A, mener une tangente DE telle que le trapèze OAED soit 
équivalent à un carré donné. 

Rep. x = . 

II. Déterminer la résultante de deux forces parallèles et de sens contraire. 

12 juillet. ~ I. On donne un carré ABGD dont le côté AB = a. 
Par le centre de ce carré on élève sur son plan une perpendiculaire, 
sur laquelle on prend un point S tel que le triangle A SB soit équilaiéral. 
Calculer: 1» le volume de la pyramide SABCD; 2*» l'angle du plan AS 3 
avec le plan de la base. 

o3 1 

Rép, V=--r; cosa = -7=.. 

3>/2 VS 

II. Nommer les planètes dans Tordre de leur distance au soleil. — 
Enoncer les lois de Kepler. 

16 juillet. — I. Quelles valeurs faut^il donner à la constante m pour 
que le trinôme {m — 2)x2 -f- 2(2m — 3)a; + 5w — 6 reste positif, quel que 
soit xt 

Rép. m < 1 ou w > 3. 

II. Enoncer et démontrer la propriété fondamentale de la tangente à 
la parabole. 

17 juillet. — I. Démontrer que le plus petit commun multiple de 

deux nombres entiers A et B ayant pour plus grand commun diviseur D 

. , , , A X B 
est égal a — 

II. Les angles A et B d'un triangle ont pour valeur A= 60", B=45o; 
la somme des carrés des 3 côtés du triangle est égale à une quantité 
donnée K^ On demande de calculer les longueurs des côtés sans avoir 
recours aux tables de logarithmes. 

Rép. a = ■ ^ h — ^ c = ^ ^ ^^ J . 

V7 + v/3 V7 4 V3 2V7 + v/3 

19 juillet. — I. Résoudre le système de deux équations 

ax ■{- by = ap -}- &ç, 
X' + y^ + xy =: p^ -\- q^ -^ pq, 
/"■• Rép. X =zp, y z=z q, 

^ p[a^-b^') + qb[2a--b] .. _ - q{a' - b^) + pa{2b - a) 
^ ^'^'' ^- à^Tb^'^^b ^ ^ Q^ + b^-ab • 

II. Pour que trois forces appliquées à un corps solide libre se fassent 
équilibre, il est nécessaire qu'elles soient dans un même plan et que 
deux d'entre elles aient une résultante égale et directement opposée à 
la troisième. 

20 juillet. — I. On donne un hémisphère AO A'H, de rayon R; 
on demande de mener deux plans BB', DD' parallèles au plan de la 
base AA' de l'hémisphère de façon : !• que la surface de la zone BB', 
Dp' soit égal au tiers de la surface de l'hâmisphère; 2o Que Ton ait 
EC* = OG X IIE. Le rayon OGEII est perpendiculaire sur la base de 
l'hémisphère. 
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II. Définir le jour solaire vrai et le jour sidéral, montrer ensuite que 
le premier est plus grand que le second et faire connaître une valeur 
approchée de la différence entre ces deux jours. 

21 juillet. — I. Décomposer en un produit de facteurs du premier 
degré Texpression 

2a^b^ + 2a'c2 4- 2b»c' — a* — 6< — c^ 

Rép. (6 + c — a){a + b — c){a + c — b)[a 4- 6 + c). 

II. Un triangle cquilatéral est situé dans un plan passant par la ligne 
de terre et faisant un angle de 60« avec le plan horizontal ; connaissant 
les projections horizontales de deux de ses sommets, construire la pro- 
jection horizontale du troisième sommet. 

(A suivre.) 



I 



QUESTION 174 

Solation par M. Pierre Chazbau, de Thiers (Puy-de-Dôme). 



Soit un cercle; on considère, dans ce cercle, u^gf^iamètre 
fixe AB et le diamètre perpendiculaire A. Ayant pris un point M, 
mobile sur 0, on joint MA et MB. — MA rencontre A en C. 
Si par G on mène une parallèle à AB, elle rencontre MB en un 
certain point I. — Démontrer que le lieu décrit par I est une 
par^abole. (G. L.) 

Du point I j'abaisse la perpendiculaire IP sur BA. 

Les triangles semblables BIP, OCA 

donnent : 

OG__BP 
OA "~ IP ' 

d'où ÏP* = R X BP. 

Cette relation montre que le lieu du 
point I est une parabole dont le som- 
met est en B, dont Taxe est BA et qui 
passe par K; conditions qui la déter- 
minent complètement. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Rogier; Couade; Chapron; Henri 
Martin, au lycée Gondorcet; L. Prince et G. Bourdier, élèves au lycée 
de Grenoble. 
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QUESTION 176 

Solution par M. Giovaiini Russo, à Cataozaro. 



On donne un cercle F et deux rayons rectangulaires OA. OB; 
soit M un point mobile sur F : MA rencontre OB en K ; la 
perpendiculaire élevée au point K à la droite OB rencontre MB 
en un point I. — Démontrer que le lieu décrit par le point I est 
une droite. (G. L.) 

Il est visible que les points A', B' diamétralement opposés 
aux points A et B, font partie 
du lieu. Il faut donc prouver 
que le lieu du point I est la 
droite A'B'. En effet, soit I un 
point dii lieu ; alors les qua- 
tre points I, K, B', M étant 
sur une même circonfé- 
rence, Fangle KBl = KMI. 
Mais Fangle KMI est égal 
à la moitié d'un angle droit ; 
donc le point I se trouve sur 
la droite A'B' ; cette droite 
constitue donc le lieu demandé. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Lacombe, élève au lycée 
dePérigueux; Chapron; Gouade; Edmond Bordage, professeur au collège 
de Nantua; Rogier; L. Prince, élève au lycée de Grenoble; A. Fitz- 
Patrick, élève au lycée de Poitiers; Henri Martin, élève au lycée Gon- 
dorcet; G. Bourdier, au lycée de Grenoble. 




QUESTION 177 

Solatlon par M. L. Prince, élève au Lycée de Grenoble. 



Soient A et B deux points fixes sur un cercle donné T de 
centre ; on prend sur T un point mobile M que l'on joint aux 
points A et B. La perpendiculaire abaissée du centre sur MB 
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rencontre les cordes MA, MB en deux points RetK; démontrer 
que le lieu décrit par le milieu de HK est une circonférence. 

(G. L.) 
Soit I le milieu de HK, joignons IB, IM, 

OÎB"= KIM. 

L'angle BMA étant constant, le 
triangle KMH reste semblable à 
lui-même et la médiane MI fait un 
angle constant avec le côté KH. 

L^angle OIM = 'OÎB étant inva- 
riable, le lieu du point I est un 
segment de cercle décrit sur OB. 
Si M décrit toute la circonférence 
r, I décrira la circonférence OIB 
complète. 
On peut observer que si I au lieu d'être le milieu de HK, 

divisait HK dans un rapport donné, le lieu de I serait encore 

une circonférence. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Rogier; Ghapron; Henri Martin, 
élève du lycée Condorcet ; G. Bourdier, du lycée de Grenoble. 

M. Ghapron généralise la question en supposant que la droite HK est 
abaissée obliquement sur MB, mais sous un angle constant. 

M. H. Martin fait observer que le centre de gravité, le centre du 
cercle inscrit, l'orthocenire et le centre du cercle circonscrit -du tri- 
angle MHK décrivent des circonférences {Question du concours de troi- 
sième, 1885). 




QUESTION ils 

Solution par M. E. Vigarié. 



Démontrer que si d est la distance du centre du cercle circon- 
scrit du triangle ABC, au point de concours des droites qui joi- 
gnent les sommets aux points de contact des cercles éx-inscrits et si 
RetT sont les rayons du cercle circonscrit et du cercle inscrit on a: 

-= r. (*) 



(♦) Enoncé rectifié. 
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Le point li de concours des droites qui joignent les som- 
mets du triangle au point de contact des cercles ex-inscrits, 
ou point de Nagel est le centre du cercle inscrit au triangle 
AlB'iG'i formé en menant par les sommets de ABC des paral- 
lèles aux côtés opposés. Le centre du cercle circonscrit de ABC 
est le centre du cercle des neuf points (cercle d'Euler) de AlB^G^. 
Si K et r' sont les rayons du cercle circonscrit et du cercle 
inscrit à ce dernier triangle on a la relation connue : 

2 4 2 2 

Cette formule n*est pas nouvelle. Elle a été donnée pour 
la première fois, croyons-nous, par M. Nagel dans un travail 
intitulé : Unlersuchungen ûber die wichtigslen zum Dreieck 
gehôrigen Kreise (Leipzig 1836). En 1864 elle a été donnée 
de nouveau par M. F.-J. Harnischmacher (Archives de Gru- 
nert, t. XLII). Enfin en i87i, M. Ad. Hochheim (Archives de 
Grunert, t. LU) dans une note ayant pour titre : « Ueber den 
fûnften merkwûrdigenPunkt » a donné pour d la valeur suivante; 

d* = R»[| sin (A — B) — 2 sin A + 2 sin BJ* 

+ { sin A sin B — 2 cos A cos B — 2 -f- 2(cos A + cos B)|^]. 
Cette formule est plus compliquée et moins élégante que 
les précédentes. 



QUESTION 181 

Solution par M. A. Drago, au Lycée de Marseille. 



Résoudre les équations 

x^ — yz = a% 
y' — xz = b*, 
z'^ — xy = c*, 
en déduisant de celles-ci deux équations du premier degré. 

Élevons la première au carré et retranchons de ce carré 
le produit des deux autres. Il vient, en mettant x en facteur 
commun : 

x(x^ + y« + 55» — 3xyz) = a* — 6«cS (1) 
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on aurait de même 

y{x^ + y' + ^^ — ^iX)yz) = 6* — . a^c\ (2) 

z{x^ + î/' 4- ^' — ^^y^) = c* — a^b*. (3) 

Divisons les équations (1) et (2) membre à membre ainsi 
que les équations (1) et (3), nous obtiendrons les deux 
équations du premier degré : 

X y z 

o* _ 62^2 ~ b^ — a^c» "" c* — a*6« ' 
Élevons la première de ces fraxîtions au carré, et retranchons 
de ce carré le produit des deux autres, nous avons 

x^ a* 

(a* — b^c^y ^(â^ — b^c^Y — {b' — a^c»){c^ — a*6«) ' 
Effectuant, et divisant par a*, il vient 

X* I 

(a^ _ 62c»)» "" a« -f- 6« + c« — 3a*6*c* ' 
d'oîi 



x^ = 



(a* — 6»c»)» 



a« + 6« 4- c« — 3a*6»c» 
On aurait de même 

y — a« + 6« + c« — 3a*6»c 



2 



55« = 



(c* — a»6»)» 



a« + 6« + c« — 3a»6»c5 



Nota. — Cette solution, la meilleure que nous ayions reçue, exigerait 
encore certains compléments. Les valeurs des inconnues ne sont pas 
discutées. Pour établir cette discussion, il fallait observer que 

û6 + 66 + c6 - 3a»&2c2 :=. 1(^3 + 6? + c^) j (a' — b^]^ + (6» — c')» + (c* — a')^ J . 

Solutions par MM. Durand, élève au collège de Perpignan; Naudin, élève 
au lycée Charlemagne (classe de M. Richard); Gh. Costa, élève à Técole 
Albert-le-Grand (Arcueil) ; Henri Martin, lycée Condorcet etJ. Chapron. 



QUESTION 185 

S^olution et Généralisation par M. J. Chapron. 



On donne un demi cercle A décrit sur le diamètre BG et Von 
considère le triangle rectangle isoscèle BAC inscrit dans ce cercle. 
Soit M le milieu du côté AG; la droite BM rencontre A en B'. 



A 
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On propose de démontrer que B' est trois fois plus éloigné de AB 
que de AG. (^- ^0 

Les autres conditions restant les mêmes, si M partage le 

AM 
côté AC dans le rapport — ^ a, 

= n, le rapport des distances 
du point B' aux côtés AB, AG 

sera — = 2n + i {I est le pied ^ 
x> 1 

de la perpendiculaire abaissée de B' sur AG). 

On a d'abord 

BM.B'M = AM.GM = n.MC^ 

Divisons par B5P; nous avons alors 

B'M MG^ MG^ MI 

= n=z = n.=i 




Mais 



BM BM^ AB^ + AM^ AM 

MG I ^ AM n 

et 



AG n -f I AG n + I 

Donc 
MI n Ml MI n 



Xm ~ n* -f (n* -f- i)* AM + MI ~ AI ~ (n 4- i)(2n + i) 
De plus, les triangles rectangles semblables B'IM, ABM, 

donnent : 

Bl _ AB _ n+ I 

MI""AM"" n 

Donc 

Bl B'I MI I 



AI MI AI 2n + I 

En particulier, si n = i , 

AI = 3.BX 

Nota. — Solutions par MM. L. Prince, élève an lycée de Grenoble ; 
Giovanni Russo à Catanzaro; N. Gr. Balanesco (Focsiani, Roumanie); 
Georges Caje, élève au lycée Charlemagne (classe de M. Richard); Emile 
Vigarié, élève à l'école des Mines; Henri Martin, élève au lycée Gon- 
dorcet;' G. Bourdier, élève au lycée de Grenoble; Edmond Bordage, 
professeur au collège de Nantua. 
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QUESTION 189 

S«I.«.a par M. Louis P..nce élève de Mathématiques élémentaires 

au Lycée de Grenoble. ™*«re8 




Soient ABA'B' quatre points en ligne droite, trouver le lieu 
d^ potnls I doutes segments AB et A'B' sont vus sotts le même 

{Saint'Cyr^ examens oraux, 4884, 

Les triangles AIE, A'IB' ont même hauteur et même angle 

au sommet, donc 

AB _ lA.IB 
A'B' — lA'.IB' 
-g. Pour les triangles AIA'." BIB', 
on a de même 
AA'_ IA.IA' 
BB'"~IB.IB'' 
D'oîi en multipliant membre à membre 

— = ^ AA' 
ÏB'* A'B' -^ BB' * 

Le rapport — étant constant, le lieu de I est une circon- 
férence que l'on construit comme l'on sait. 

On déterminerait de la même façon le lieu d'où l'on voit 
deux segments AB A'B' en ligne droite sous des anHes 
supplémentaires. 

Nota. - Autre solution par M. Vigarié qui observe que le lieu Kéo- 
métrique en question peut servir à résoudre le problème suivant • 
trois s^ments AA', BB', CC en ligne droite étant donnes irouyeMl^ 
points d ou ces segments sont vus sous le même angle. 



I 
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QUESTIONS PROPOSEES 



229. — On donne, dans un plan, un angle xGy et un 
point A. Par les points A, C, on fait passer deux circon- 
férences. Soient E, F, puis G, H les points oli elles coupent, 
respectivement, les côtés de Fangle. Sur CE et CH, on 
construit le parallélogramme EGHP. Sur GF et GG, on con- 
struit le parallélogramme FGGQ. Gela posé: 1® la droite PQ 
est perpendiculaire à la droite de Simson, relative aux don- 
nées ; 2** elle passe au point de concours des cordes EF,GH. 

(Catalan.) 

230. — Démontrer que dans un triangle ABC les milieux 
des droites qui joignent deux à deux le point de Nagel et 
ses points algébriquement adjoints sont six points d'une même 
circonférence qui passe par les sommets du triangle obtenu 
en menant par les sommets de ABC des parallèles aux côtés 
opposés. (E. Vigarié.) 

N.-B. — Le point de Nagel est le réciproque du point de Gergonne 
et celui-ci s'obtient en joignant les sommets du triangle aux points de 
contact du cercle inscrit. 

Nous rappelons aussi que les points algébriquement adjoints d*un point 
donné sont ceux qui admettent les mêmes coordonnées, au signe près, 

G. L. 

231. — Lorsqu'un cercle mobile A passe par le centre 
de gravité d'un triangle ABC, ia somme des puissances des 
points A, B, G, par rapport à A, est constante et égale à 

ÂB' + BC' + Cl' 

3 
Démontrer cette remarque et la généraliser. (G. L.) 

232. — Si on ajoute, terme à terme, m progressions géomé- 
triques, la suite U obtenue est récurrente ; c'est-à-dire, qu'à 
partir du terme de rang m -}- i, les autres sont fournis par 
une fonction des m précédents ; cette fonction est linéaire. 

(Boutin.) 
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Nota. — La question proposée par M. Boutin, et c'est un signalement 
quUl nous a lui-mâme donné, est une généralisation de la question 8 
(/. M. E,y 1877, p. 31). On pourra se borner, pour plus de facilité, k 
prendre le cas de trois progressions géométriques et Ton montrera que, 
pour des valeurs convenables des paramètres et, j3, 7, S, on a 

aup + fiup-i + 7tfp-2 -f 8ttp-3 s 0, 
quel que soit le nombre entier p; ttp-i, ifp-2, up^Zj désignant quatre 
termes consécutifs de la suite U. 

G. L. 

233. — Étant données deux circonférences et 0', on mène 
les rayons OA, O'B qui se coupent en G, sous un angle con- 
stant, et Ton demande le lieu géométrique du milieu H de 

la droite AB. 

(A. FitZ'Pairick,) 

234. — Montrer que la somme des surfaces de tous les 
triangles formés, chacun avec les médianes du précédent, 
le triaugle ABC étant le premier d'entre eux, a pour limite 
le quadruple de la surface de ce triangle ABC. 

(G. Russo, à Catanzaro.) 
236. — Si A, B, C sont les angles d'un triangle, on a 
1 + sin (b + ^) + sin ^G -f |) + sin (a +^\ 

B — A G — B A — G 

== 4 cos cos cos • 

4 4 4 

(Boutin.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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RESOLUTION DU SYSTEME 

DE DEUX INÉGALITÉS DU SECOND DEGRE 

A UNE INCONNUE 

Par M. E. l^auTernny, professeur au Collège RoUin. 

{Suite f voir p. 241.) 




l""® Question. — Étant donnés la lonyueur AA' = d et le rayon 
R d'une circonférence donnée en position, déterminer sur le dia- 
mètre XY les 
points A, A', tels 
qu'en menant par 
ces points les tan- 
gentes AB, A'B' 

la surface engen- ^ ^ o c x a' 

dréepar ABMB'A'A' en tournant autour de XY soit égale à 4m7rR« 

(On suppose t/ >> 2R et entre A et A'). 
Soient AO = x OA' = y, les équations du problème sont : 

x + y = d 

27uR(— + —)+ ^-(.T* - R^) + TT-Cv^ -h^) = 4m7rR« 
\x y J af y^'^ ' ^ 

d'où Ton déduit 

R»rf 
^ 4mU — d 
La somme et le produit des inconnues étant connus, le pro- 
blème est donc résolu par Téquation ; 



z- 



4mR — d 



Discussion. — D'après Tenoncé de la question, a; et y sont 
des quantités positives, par conséquent, on a a?^ > o, ce qui 
conduit à la condition d < 4WR; et la condition de réalité des 
racines de l'équation en z est : 

4R^d 



d^ — 



4mR — d 



> o 
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OU rf* — 4mRd 4- 4 R* < o. (1) 

Ce qui exige 1** que les racines d', d" de Téquatiou obtenue 
en égalant ce trinôme à zéro, soient réelles, 
ou m > I . 

2*^ que d soit compris entre rf' et d". Or, on a déjà d << 4mR; 
il faut donc reconnaître Tordre de grandeur des trois quantités 
d'yd"^ 4wR; la substitution de 47/iR dans le trinôme (1) donne 
+ 4R', et 4mR étant supérieur à la demi-somme des racines 
d\ d' on a 

d' <^d" <C 4WiR. 
Enfin, d'après Tenoncé, on doit avoir rf> 2R; or la substi- 
tution de 2R dans la trinôme donnant un résultat uégatif, 
on a d' << 2R < d\ donc la condition algébrique du problème 
se réduit à d << ci", à laquelle on doit joindre la condition 

imposée à priori 

d<2R. 

D'autre part, les considérations géométriques prouvent que 

les racines de Téquation en z doivent être supérieures à R, 

et puisque Ton a - > R > il suffit et il est nécessaire que la 

2 

substitution de R à js, dans le premier membre de cette équa- 
tion, donne un résultat positif, ce qui conduit à l'inégalité : 

d* — 4mRd + 4tnR» > o. (2) 

En égalant ce trinôme à zéro on obtient deux racines réelles 
fc?i, dg,; nous supposons d^ <1 d^. Or le cofficient de d étant le 
même dans les trinômes (1) lit (2) et ^mR^ étant supérieur 
à 4R*, puisque m^ i, on di d' <i d^ <^ d^ <^ d" et la solution 
du système dos inégalités (i) et (2) est : d' <C d <^ d^ ou 
^2<Crf<d";maîs 2R substitué à d, dans le trinôme (2) donnant 
un résultat négatif j les inégalités d d^, d >- 2R seraient 
contradictoires, puisque 2R >> d^, donc les conditions du 
problème se réduisent à : 

dj < d < d". 
Ainsi, en résumé^ le problème admet une solution et une 
seule à la condition que l'on ait : 

2R[m 4- y/m* — m) < d < 2R{m -f y/'m* — ij. 

2° Question. — Déterminer les trois côtés d'un triangle connais- 
sant son périmètre 2p, la somme a* des carrés des côtés et sachant 
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que le double produit de deux côtés est égal au produit leur 
somme par le troisième côté, 

X, y, z, désignant les trois côtés du triangle, les équations 
du problème sont 

a?* + y» + z* = a«, 
2xy = z{x + y). 

Élevant au carré la première et retranchant de Téquation 
obtenue la seconde, on a : 

4P* — a* = 2xy + 22(0? + y) == 3z(iD + !/)• 
Remplaçant x -\- y par 2p — z dans cette dernière relation, 
on a réquation suivante déterminant z : 

3z^ — ôpz -f- 4p« — a* :^ o, (1) 

z étant connu, d'après les relations 

x-{-y = 2p — z, 

5(20 — z) 
xy = ■ ' ■ ■ •> 

2 

X et y sont les racines de Téquation : 

X. - x(.p - .) + *-fc:±) = o, (2) 

Discussion. — La demi-somme des racines de Téquation 
eu s étant p, seule, la plus petite racine de cette équation 
peut convenir si elle est réelle et positive, ce qui conduit 
aux conditions: 

/> < a < 2p. 
D'autre part, la condition de réalité de x Qiy est 

2p 

2p 

donc la substitution de — à js dans le premier membre de 

réquation (1) doit donner un résultat négatif, puisque ~ est 

3 

inférieur à p, demi -somme des racines de cette équation, ce 

qui conduit à cette nouvelle condition : 
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* 

OU ^>lk' 

On aura donc, a fortiori a >> p, c'est-à-dire que les nouvelles 

limites de a sont 

2p . 

De rinégalité s <" -^> résulte que si x désigne le plus 

P 
grand des deux autres côté'=, on doit avoir x <^p Qiy^ —j 

donc les résultats de la substitution de p et de ?- à X dans 

3 

le premier membre de l'équation (à) doivent être tous deux 

positifs, ce qui donne 

— 2p* + 4pa -~ ;;* > o, 

2p* + a» 3a* — 2p« 

ou ^ > -^-7 j et « > — ^ > (3) 

6p 6j9 

en se servant de la relation 33* = 6pj3 -f- o* — 4p* ; et ce 

qui est suffisant, puisque Ton a certainement : 

» 2» — z ^ 

Or, pour satisfaire aux inégalités (3) 1® Il faut que chacune 

2p' 4- a* 3a' — 2p* , 

des deux quantités -^—^ » 7 soit inférieure à p, 

ce qui a toujours lieu pour la première, d'après la condition 
a <C 2p, et ce qui exige que l'on ait, pour la seconde, 

de sorte que les nouvelles limites de a sont renfermées dans 
les inéfifalités : 

3 " ^ 3 

ou -:& < '' < 2/> y - • 

v/3 ' ^ 

2® Il faut qoe les résultats de la substitution de ces mêmes 

quantités à z dans le premier membre do l'équation (1) soient 
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positifs, ce qui conduit aux deux inégalités : 

a* — 2oa*/)* + 28p* >> o, 
9a* — 6oa«p* 4- 76^* > o. 
11 reste donc à reconnaître Tordre de grandeur des six quan- 
tités î^» -~ et les racines des deux équations 

tt* -- 2oaY + 38;>» = o / ,^. 

9a* — 60a*/)* + 76P* = o )' 

dans lesquelles on regardera a' comme inconnue. Or —- 

substitué à a* dans chacun de ces trinômes donne des résul- 
tats positifs et puisque Ton a 

4P* ^ 4P» 3o;>« 
— < lop* et ^< 

4P' 

— est inférieur aux racines des équations (4). 

8p2 
Au contraire, ~- substitué à a» dans ces mômes trinômes 

3 

8 fi» 
donne des résultats négatifs, donc -~- est compris entre les 

3 

racines des équations (4). 

Enfin, en se reportant au tableau précédent (*) et en repré- 

2op* 

sentant — par/), et — 20/)* par p\ la valeur qui rend ces 

3 

deux trinômes ésraux est — r-' valeur inférieure à ; 

"" i5 3 ' 

22Î)* 

d'ailleurs îa substitution de — ^ à a*, dans Tun de ces tri- 

i5 

nôraes, donne un résultat positif; donc, si a , p' désignent les 
racines de Téquation 

a* — 2oa»p» -|- 28p* = o, 
et a, p, celles de l'équation 

9a* — 6oa»p» -f- 76P* = o, 
on a les inéiçalités 

' f <a'<a<«f<p<^'. 



t*) Voyez p. i43. 
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Or a* ne peut être supérieur à ^', car on doit avoir 
3 



8p2 
a^ < -7-, par conséquent les conditions du problème sont 



^<a« 



ou 



4P» 



ou 



< a» < p* (to — 6\/2), 



-^<fl<py/io-6v/2; 



v/3 

et elles sont suffisantes, car, comme il est facile de le voir, 
chacun des côtés est moindre que la somme des deux autres ; 
en outre, le problème n'admet qu'uue seule solution. 



GENERALITES SUR LA GEOMETRIE DU TRIANGLE 

LES POINTS RÉCIPROQUES ET LES POTENTIELS d'oRDRE p 

Par M. G. de Lonj^rhamps. 

{Fin, voir p. 243.) 



33. Examen d'un cas particulier d'une droite et 
d'un point associés. — A propos de ces points et droites 
associés dont nous venons de parler, nous signalerons un 
cas particulier qui nous semble remarquable par les consé- 
quences multiples qu'il nous paraît avoir. 
Considérons une droite (x représentée par l'équation 

Aa+Bp + CY = o, (1) 

puis, associons lui un point M dont les coordonnées soient 
proportionnelles à 

a^ b^ c^ 

A(B — G) ' B(C; — A) ' C(A — B)' ^""^^ 

L'équation du cercle F circonscrit au triangle de référence 
étant 

a^Py + b^^y + c*|3a = o, 
on voit d'abord que M est toujours situé sur F; parce que 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 271 

Ton a ', . 



a'-b^c^ V 



:= o. 



-é^jBC^C — AXA — Bj 

Ai^si, à toute droite remarquable |x, jetée dans le plan d'un 
triangle, correspondra, par une certaine loi géométrique qui 
nous reste à déterminer, un point remarquable situé suy le 
cercle circonscrit. Voici quelle est cette loi géométrique. 

Soit A' le point oîi [a rencontre le côté BÇ; la parallèle à {jl, 
menée par A, recontre V en A" ; la droite A' A" ^t les droites 
analogues B'B", G'C rencontrent r on un même point, qui 
est précisément M (*). 

Cette proposition se démontre très simplement par les con- 
sidérations les plus élémentaires. En chercUaut la solution 
analytique qu'elle comporte, on tombe sur l^s forniules 
d'association que nous venons d'indiquer; elles fournissent, 
en nombre indéfini, des points remarquables du triangi^» 
situés sur le cercle circonscrit. 

Par exemple, prenons la droite S correspQn4^Rt à Téquation 

o^a + ft^p -[- c^Y == o. 

Cette droite est la transversale réciproque de Ja droite de 
Lemoine et nous l'avons signalée dans notre note sur un 
cercle remarquable du 'plan d'un triangle (**). On trouTC alors 
que le point qui lui est associé, d'après la loi que nous venons 
de faire connaître, est celui dont les coordonnées barycentri- 
ques sont proportionnelles à 



> T T > 



iw— — — i— * 



6'* — c« c'^'—a^ a* — b^' 

c'est le point de Steiner. 

34. Remarque relative aux points remarquables 
situés sur la circonférence circqnscrite. — Par la 

remarque précédente nous avons voulu montrer un exemple 
de correspondance de point à droite, dans la géométrie du 

(*) Ce théorème n'est pas nouveau; il a été proposé, il y a quelques 
amiées, par M. McKenzie dans VEducational Urnes, question 6871 , et 
démontré: d'abord, dans le vol. XL (p. 66) ; puis, dans le volume XLIII 
1885 p. 109) de Mathematical questions and sohilions. 

(*♦) Journal de M. S. (1886, p. 57). 
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triangle; et, dans cette intention, nous avons pris une 
droite et un point précédemment reconnus et étudiés, pour 
que Tapplication soit plus frappante, lofais n'est-il pas juste 
de dire que la simple observation que nous avons faite et 
qui se trouve résumée dans les formules (i) et (2), d'une 
part, et dans le théorème géométrique, ci-dessus énoncé, 
d'autre part, double les propriétés du triangle? Le plan d'un 
triangle est, si Ton peut dire, constellé de points remarquables. 
Parmi ces points, il en est, en nombre indéfini, qui appar- 
tiennent à la circonférence circonscrite à ce triangle. Les 
formules (2) permettront de les découvrir; Téquation (1) don- 
nera les droites qui leur correspondent; enfin, le théorème 
de M. McKenzie permettra de trouver ces points, si l'on sait 
construire les droites. correspondantes. 

Il faut pourtant observer que si, dans la correspondance 
que nous venons de signaler, à une droite jx ne correspond 
qu'un seul point M, la réciproque n'est pas exacte. C'est ce 
que nous allons montrer. 

Observons d'abord que les équations 

A(B — C) _ B(G ^ A) __ C(A — H) _ , 

7 f 7 

ne sont compatibles que si le point M (a', p', y) est situé sur 
la circonférence circonscrite au triangle; nous supposerons 
cette condition remplie. 

En considérant A, B, C, comme les inconnues qui doivent 
être tirées de ces égalités, on a 

C ~ B """ '^ ' 

,11 6* 

t I , c» 

La droite a a une transversale réciproque |jt.o dont l'oqua- 
tiou est 

14.1 + 1 = 

A ^ B + c ' 
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et, d'après les formules (H), cette équation peut s'écrire 

D'après cela, [/.^ est parallèle à la droite qui est représentée 
par réquation 

Nous pouvons conclure de là que, si l'on prend sur le cercle 
circonscrit V un point quelconque M, et si l'on considère le 
point inverse M, (point situé à l'infini), une droite quelconque 
passant par Mj a pour transversale réciproque une droite qui 
fournit le point M, quand on lui applique le théorème de 
McKenzie. 

En résumé : i^ toute droite remarquable située dans le 
plan d'un triangle donne, pat application des idées que nous 
venons d'exposer dans ce paragraphe, naissance à un point 
remarquable du cercle circonscrit; 2® tout point remarquable 
situé sur le cercle circonscrit peut être déterminé : par la 
considération du point inverse, et, en appliquant le théorème 
de McKenzie à la transversale réciproque d'une droite quel- 
conque passant par ce point. 

35. Les associations irrationnelles. — Nous n'avons 
pas, dans les considérations diverses que nous avons déve- 
loppées et que nous allons résumer tout à l'heure, touché 
à une idée plus délicate mais dont nous devons pourtant 
dire un mot, au moment de quitter le sujet qui a fait l'objet 
de cette note. 

La transformation à laquelle nous faisons allusion ici est 
celle dans laquelle on associe, à des nombres donnés, d'autres 
nombres liés à ceux-ci par des formules renfermant les 
symboles irrationnels. En suivant le parallélisme des idées 
exposées dans les paragraphes précédents on voit que la 
difficulté que nous soulevons maintenant est celle qui cor- 
respond, notamment, à l'opération arithmétique de la racine 
carrée. Nous avons associé jusqu'ici, à des éléments donnés, 
ceux qui en dérivent par les procédés de l'addition on de la 
soustraction, de la multiplication ou de la division; pourquoi, 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1886. 12, 
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obéissant une pente naturelle, ne pas considérer aussi les 
éléments A', B', G' associés aux quantités A, B, G au moyen 
des formules 

A^ _ B^ _ a 

±^/a"^±v/b""±\/g* 

Gette idée s'ajoute, bien naturellement^ à celles que nous 
avons exposées jusqu'ici et complète le parallèle que nous 
avons poursuivi entre les opérations élémentaires de l'arith- 
métique et les associations correspondantes dans la géométrie 
du triangle; mais cette association nouvelle que nous imagi- 
nons ici n'est plus uniforme comme celles que nous avons 
envisagées précédemment; elle est complexe, si nous voulons 
exprimer par là qu'à un point donné correspondent plusieurs 
points ; il est vrai que, dans l'exemple qui nous occupe, ils 
sont algébriquement adjoints. 

Quoi qu'il en soit, voici comment on peut déterminer les 
points (A', B', G') qui correspondent au point donné (A, B, G). 

Nous ferons d'abord une remarque. Soient quatre points 
en ligne droite A, B, G, D et tels que Von ait 

AG^=AB.AJ); (1) 

on a aussi 



( 



) = Tn' (2) 



fiw ~ ad' 

et réciproquement. 
En effet, l'égalité (2) peut s'écrire 

(AG — AB)2AD = (AD — AG)«AB, 

ou 

AG\AD + AB'.AD = AD'- AB + AG\AB, 
ou encore 

IG'(AD — AB) = AD . AB(AD — AB) ; 

c'est-à-dire 

M? = AD.AB. 

La réciproque est manifestement vraie, puisque l'on peut 
remonter de la dernière égalité à la première. Au fond, et 
sous une forme un peu plus simple, cette remarque se 
confond avec celle que nous avons faite précédemment (§ 16, 

p. 201). 

Gela posé, prenons un point M (A, B, G) dans l'intérieur 
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(lu triangle de référence, de telle sorte que les coordonnées 
A, B, G de ce point soient positives, et soit [a la droite 
harmoniquement associée, laquelle coupe les côtés du triangle 
de référence en trois points P, Q, R. Le point P étant situé 
sur le côté BG de ce triangle il existe, entre B et G, un point 

P' tel que 

PP'' = PB.PC, 
et il n*en existe qu'un seul. 

On obtient ainsi, sur les côtés de ABC trois points P',Q',R' 
et, d'après la remarque faite tout à l'heure, nous avons 

FBy_ PB 






Fcy PG 

En appliquant cette observation aux trois points P',Q^R', 
on voit que les trois droites AP', AQ', AR' concourent en 
un certain point M'. Il reste à déterminer les coordonnées de 
ce point M\ 

Or PQR étant la transversale harmoniquement associée au 
point (A, B, G) on a, en valeur absolue, 

PB_ G 

PG"" b' 
et, par suite, ^ 

FB _ y/G 

FG-^/B* 

Les coordonnées de M' sont donc 

V/I, \/B, y/G, 
les radicaux étant pris avec le signe +; les trois autres points 
qui correspondent à M, se déduisent d'ailleurs de M' comme 
nous l'avons dit plus haut (§ 10), puisqu'ils sont algébrique- 
ment adjoints à celui-ci. 

36. Le demi-potentiel. — Par exemple, veut-on déter- 
miner le point remarquable p qui, dans le triangle ABG, a 
pour coordonnées _ « . 

v/â, \/6, v/c; 
on opère de la manière suivante. Par les pieds P,Q,R des 
bissectrices extérieures, on mène au cercle circonscrit des 
tangentes Pp, Qq, Rr et l'on rabat Pp sur PBG en PP'; les 
droites AF, BQ', CR' concourent au point cherché p. 
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37. Les points supplémentaires. — Depuis que cet 
article est écrit, j*ai eu connaissance, au congrès de Nancy, 
des points que M. Neuherg propose d'appeler points supplé- 
mentaires. Ces points ne sont autre chose que les points 
complémentaires, lorsqu'on se place dans le système des 
coordonnées normales. 

Si Ton appelle x, y, s les quantités proportionnelles aux 
distances d'un point M aux côtés du triangle de référence, 
les coordonnées du point supplémentaire M' sont proportion- 
nelles à 

y + z, z + x, x + y. 

Il y a aussi, naturellement, Yantisupplémentaiî'e de M, c'est 
le point M' représenté par 

y + z —X, z + x^y, x -{- y --■ z. 

Un seul terme (que Ton adopte le mot de complémentaire 
ou celui de supplémentaire) suffirait d'ailleurs pour représenter 
le point M'; il faudrait seulement expliciter dans le langage 
le système de coordonnées que l'on emploie, ce qui ne parait 
pas oflïir d'inconvénient. Dans tous les cas, et nous avons 
déjà insisté sur ce point, que la distinction soit faite par le 
mot qu'a proposé M. Neuberg, ou par la déclaration du 
système de coordonnées que l'on emploie, elle est absolument 
nécessaire. 

38. Résumé. — Nous pouvons maintenant résumer les 
idées générales que nous venons d'exposer. 

Prenons un tableau formé par les trois lettres 

A, B, C, (1) 

et supposons qu'elles représentent, dans un système bien 
défini, dans le système barycentrique par exemple, les coor- 
données d'un point M. A toute opération algébrique effectuée 
avec les nombres (1) correspondent de nouveaux nombres et 
ceux-ci neuvent encore représenter les coordonnées d'un certain 
point M'. De cette observation, toute évidente, découle cette 
conséquence qu'à un point remarquable d'un triangle on 
peut associer indéfiniment d'autres points remarquables. 

C'est alors, en se plaçant au point de vue général que nous 
venons de définir, qu'on doit se demander quelles sont les 
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opérations arithmétiques les plus simples que Ton puisse 
effectuer sur trois nombres donnés. Il est, en effet, naturel 
de penser que de semblables opérations doivent conduire à 
la détermination de points qui dérivent d'un point donné 
par des lois géométriques, lesquelles bénéficiant nécessaire- 
ment de la simplicité apportée aux transformations algé- 
briques auxquelles nous faisons allusion, déterminent, dans le 
plan du triangle de référence, la situation du point W, 
associé au point M. 
Or, du tableau (1), on peut déduire les suivants : 

A, - B, + C, ) 

A, + B, ~ C, (2) 

A, — — B, — G, I 

B + C, C + A, A + B. (3) 

B + C — A, C + A — B, A + B — C. (4) 



B — C 

B, C, A 

C, A, B 



(6) 



ou, 



BC, 

1 

Â' 

I 

b' 

I 

c' 

A^ 

±v/Â, 



CA 

I 

B 

I 
C 




(S) 
(6') 



a) 



(8) 



A 

B", CP (9) 

± v/B, ± v/C (10) 

Dans ce tableau se trouvent résumés, les opérations 
algébriques simples que Ton peut effectuer avec trois 
nombres donnés; et, en acceptant la terminologie adoptée 
dans ce travail, on voit que ces opérations diverses conduisent 
aux points que nous proposons de nommer : 

(2) Points algébriquement adjoints. 

(3) Point complémentaire. 

(4) Point anti-complémentaire. 
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(5) Point associé à l'infinie 

(6) et (6') Points isûbariques (de première et de 
seconde espèce) (^). 

(7) Point réciproque (sens ordinaire). 

(8) Points Brocardions. 

(9) Points potentiels de l'ordre p. 

(10) Points irrationnellement associés. 

Il nous resterait à montrer comment on peut se servir des 
idées diverses que nous avons exposées dans cette note pour 
mettre en lumière certaines propriétés de la géométrie du 
triangle. Mais outre que nous avons eu occasion, dans le 
courant de ce travail, d'indiquer, çà et là, quelques applications 
des idées générales qu'il comporte, nous ne pourrions 
entrer plus profondément dans la sphère de ces applica- 
tions sans dépasser, d'une façon trop marquée, le caractère 
élémentaire de cette note. 

Voici, pour terminer, quelques identités qui pourront être 
utiles à ceux qui cultivent cette géométrie du triangle, si 
particulièrement intéressante par la simplicité, l'élégance et 
la richesse des propositions qu'elle renferme. 

39. Les identités dans la géométrie du triangle. 

— Le tableau suivant, qui peut être indéfiniment poursuivi, 
fait connaître quelques identités qu'on rencontre assez sou- 
vent dans dans la géométrie du triangle et qui démontrent, 
suivant les cas, ou que trois points sont en ligne droite, ou 
que trois droites concourent. 

S (B — G) =: o 

S A(B — G) =: G 

S (B + G)(B — G) =: o 

2 (B + G — A)(B — G) =: G 

S (A« — BG)(B -f- G) = G 

S (B — G)(A« — AB — AG — 2BG) =: o 

(*) M. Neuberg, observant que les coordonDées du point (A, G, B) 
peuvent être considérées comme proportionnelles à ( ^75, 5, — ) 

\BG o Cl/ 

propose, pour ce motif, de nommer lés points isobariques de deuxième 
espèce points semi-réciproques* 
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S j (B — C)« — 2(A — C)^A — B) j s: o 
S A(AB -f AG — B' —G') =0 

G .^ B 

2 (B — GXAB + AG — B« — G») s: o 
2 (A« — BG)»(B» — G») := o 
2 A(B — G)(B + G — A)« =: o 
2 A(B + G)(B» — G')(A» — BG) = o 
(B — G)(G — A)(A — B) + 2 A> (B — G) s o 
2 A»(B — G)(B + G — A)(B« -f- G» — AB — AG) 3: o 
S (B — G)»(B 4- G — A)(B« + G» — AB — AC) s: o 
2 A(B — G){A» — BG)(B« + G» — BG) =: o 
2 A(B — G)(A» — AB - AG — 2BG)(B" + G»— AB — AG) =: o 

2 A(B — G)(B» + G» — A')(B + G — A) = o 

(A + B+G)>(A — B)(B— G)(G — A) + 2(A» + BG)'(B— G)3:o 

2 (B — G)(3A» _ B» — G» — 2AB — 2AG + 2BG)» =: o 

Gertaines de ces identités sont évidentes ou faciles à 
vérifier ; plusieurs autres sont un peu plus difficiles à 
reconnaître et leur vérification constitue alors un exercice de 
calcul algébrique (*). 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin, professeur aux Collège de Vire. 

{Suite, voir p. 252.) 



23. — Lemme. Si sur les côtés d'un angle a, on porte à 
partir du sommet deux longueurs a et 6 et que, sur ces lon- 
gueurs comme diamètre, on décrive des circonférences, la 
portion de tangente commune extérieure /, comprise entre les 

(*) On trouvera dans le numéro de décembre du Journal de Mathé- 
matiques spéciales un très intéressant article de M. Neuberg, sur la trans- 
formation de coordonnées dans la géométrie du triangle. Cet article que 
nous avons demandé à l'inépuisable obligeance de notre collègue Belge, 
complète, par un côté, la présente note. 
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points de contact, est donnée par la formule 



1 = ab sin* -- • 
!2 



24. — Si, sur les côtés d'un triangle comme diamètres, on 
décrit des circonférences et que Ton désigne par /«> h, U les 
portions de tangente commune extérieure à ces circonférences 
combinées deux à deux, comprises entre les points de con- 
tact, on a 

la h h = Sr. 

25. — Si, sur les deux segments adjacents à Tangle A et 
déterminés sur les côtés c et 6 du triangle ABC par les bis- 
sectrices intérieures des angles G et B, on décrit des circon- 
férences, et que 6a désigne la longueur de la portion de 
tangente commune extérieure comprise entre les points de 
contact; 65 6c ayant même signification pour les segments 
correspondants aux angles B et G, on à la relation 

r. a. 6. c. S 

6a 6b 6c — 7 ■ — r— 1 r—r — ; • 

(a + 6) (a + c) (b + c) 

26. — Si, sur les côlés d'un angle égal à Tangle A d'un 
triangle ABC, on porte des longueurs égales aux segments 
déterminés par les bissectrices extérieures des angles B et G 
du triangle en question, segments adjacents à l'angle A, et 
que l'on décrive des demi-cercles sur ces longueurs; si 6^ dé- 
signe la portion de tangente commune extérieure comprise 
entre ces points de contacts, et que 6j, 6^ désignent des 
longueurs analogues pour les angles B et G, on a 

6a ^b ^e =7 JT-} TTT ^ Sr. 

(a — 0) (a — c) (6 — c) 

27. — La, L , Le désignant des quantités analogues aux 

précédentes pour les segments déterminés par les hauteurs, 

on a : 

La Lb Le = Sr cos A cos B cos C. 

On trouve aisément 

ha= bc cos' A bin' — 

2 

et des formules analogues pour Lb, Le; d^oii, par multiplication 
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ABC 
La Lb Le = abc cos A cos B cos G sin — sin — . sin — 

2 2 2 

= (p — a) (i>— 6) (p-— c) cos Bcos Bcos C = Sr cos A cos B cos G. 

28. — Pour les segments déterminés par les points de 
contact du cercle inscrit avec les côtés Ka, Kb, Kc, ayant une 
signification analogue aux précédentes, on a 

K- K K - ^''•' - ^'" 

abc 4R 

On a, efifeclivemenb 

A B G 

Ka =(p — o)sin — » Kb=:(p — 6) sin -, Kc=:(p — c)sm- 
2 2 2 

A B G 

d'où Ka Kb Kc= {p— a){p — b){p — c) sin — sin — sin - 

222 

, . A . B . G SV2 Sr> 
= ksr sm— sin— sin - = — -- = --. 
212 abc 4R 

29. — Pour les segments déterminés par les points de 
contact des cercles ex-inscrits avec les cotés eux-mêmes, on 
aura 

abc 
On trouve aisément, en eflet 

X^ = (p — b)lp — c) sin* — 

a 2 

% = IP — "*'(/>— c)sin5^ 

Xj — (p — a)(p — fe) sin* - 
d'où 

\aKhKc = ip — flKP — &)(P — C; sm — sm - sm - = —7- = Ka Wh kc . 

^ i£ 2 tifili^ 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Balitrand, é/eve de mathématiques 

spéciales au Lycée de Nîmes, 

,.. Permettez moi aussi de vous signaler une construc- 
tion (*) relative au nombre 7: qui me paraît assez simple. 
Elle est tirée du Manuel d'applications mathématiques de 
M. Terquem (page 273.) et je la reproduis textuellement. 

(•) Gomparer avec ce le qui a élé donnée; Journal, 1880, p. 137. 
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(.< On a fait plusieurs tçntatives pour trouver par des opé- 
rations graphiques plus ou moins simples; c'est-à-dire avec 
la règle et le compas, le rapport approché du diamètre à la 
circonférence, pour les cas où Ton n'a pas besoin d'une grande 
précision. Voici une construction assez simple et qui donne 
un résultat exact jus:iu'aux dix-millièmes, et qui ne commence 
par conséquent à différer que dans les cent-millièmes. 

Soit AOB le diamètre du cercle dont on cherche le rap- 
port avec la circonférence, on trouvera que AD (que nous allons 
déterminer) est égal à la demi-circonférence: ou 2 AD égal à 
la circonférence entière, exactement jusqu'à la cinquième déci- 

iiiale près c'est-à-diro h , en opérant comme suit : 

100.000 

Soit menée au point B la tangente indéfinie et soit OR, le 
rayon perpendiculaire au diamètre AOB; 

Soit porté le rayon, comme corde, de R en S, on aura l'arc 
RS = 60° et SB = 3o°. 

Du centre 0, par le point S, soit menée la sécante OST. On 
aura TB = tg. 3o**. Partant du joint T, portez trois fois (*) le 
rayon le long de la tangente de T en D, point qui est ainsi 
déterminé. Enfin menez DA : c'est la ligne sensiblement égale 
à la 1/2 circonférence. Car soit le rayon OB = 1,00000 on 
aura AD = 3, 141 53 qui ne diffère que de 0,00006 de 3,14159 
qui présente les cinq premiers chiffres décimaux du rap- 
port de M. deLagny. On calcule aisément AD, car cette ligne 
est l'hypothénuse du triangle rectangle ABD, dans lequel 
AB = 2,00000 BD = 3,00000 — tg 3o° = 2,42265 ; or 

AD = v/AB« + BD« = 3,14153. 
L'approximation ainsi obtenue est très suffisante, car l'er- 
reur de ce résultat ne s'élèverait qu'à une ligne pour un 
cercle qui aurait 23 1 pieds de diamètre . d 



M. Lemoine, dans une lettre qu'il nous adresse, nous fait 
observer que la question 181, dont une solution a paru dans 

(*) il est sous-entendu ici quo c'est dans la di-ccliou TB. 



r-' 
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le dernier numéro, a été traitée par lui (Journal, 1883, p. S2) 
parmi les exercices qui font Tobjet de l'article cité. 

La question eût été retirée si je m'étais aperçu de ce double 
emploi. 

Elle a d'ailleurs été proposée par le Rev. T. C. Simmons 
dans VEducatfonal Times (n^ 79S7) et on trouve sa solution 
dans le Mathematical questions and solutions (1885, p. 80). 

On la rencontre encore dans le Sinopsfs of eleinentary 
resuHSj etc., p. 75; oq trouvera dans le numéro de décembre 
du Journal de M. S. des renseignements sur ce dernier 
ouvrage. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

PARIS 1886 



22 juillet. — I. Un rectangle dont le périmètre est dopné, et égal à 
2p, tourne autour d'un de ses côtés. Trouver quelles doivent être ses 
dimensions et autour de quel côté il doit tourner pour que le volume 
engendré soit maximum. 

Rep. a = ^ 6 = -^, volume maximum 



3 3' ^ 27 

II. Démontrer que si trois nombres entiers forment une progression 
arithmétique de raison r et si l'un d'eux est un multiple de r' le pro- 
duit de ces trois nombres est'divisible par Cr^. 

23 juillet. — I. Soient deux points A et A' sur un rayon d'une cir- 
conférence C do centre 0, de rayon R, et posons OA = a, OA' = o' ; 

Ma 
quelle relation doit-il y avoir entre a et o'"ppur que le rapport rj-7 des 

distances d'un point quelconque M de la circonférence aux points A et 

MA^ 
A' soit constant? On calculera à cet effet — -— en fonction du cosinus 

MA = 

de 1 angle B que fait OM avec OA et on cherchera la condition pour que 

ce rapport soit indépendant de cosinus 0. 

R' + g' a 

II. Étant donné un plan incliné de hauteur AB = h et faisant un 
angle a avec le plan horizontal, on abandonne en A un point matériel 
sans vitesse initiale, au bout de combien de temps arrivera-t-il en C? 
On distingue par g l'accélération de la pesanteur. 



Rép, t 



sm « V g 
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24 Juillet. — 1. Dénioatrer que daus la parabole la sous-normale est 
constante et égale au paramètre. 

II. Déterminer les valeurs des arcs x et y qui vérifient les deux 

équations: sin x -J- sin «/ = i ; cos 2x -f- cos 2y =z i — a', dans 

lesquelles a réprésente un nombre donné. On calculera sin x et sin y. 

i + a . I —a 
Rep, sm x = , sin y = 

2 1 

26 juillet. — I. Démontrer que les forces appliquées à un corps 
peuvent toutes se ramener à doux. 

II. Résoudre l'équation 2 cos r + cos 3a; -|- cos 5a? = o ; il faudra (*) 
d'abord montrer qu'on peut la transformer en deux autres cos 2a? = o 

et cos X + cos 3a; = o. 

7: 
Rép. X = K'T^ àz -; x -=i K^. 

4 

27 juillet. — I. Couper une sphère donnée par un plan de manière 
que le rapport du plus grand segment sphérique déterminé ainsi, au 
cône qui a pour sommet le centre de la sphère, et pour base la section, 
soit égal à m. 



Rép, m, < I, une seule solution a; = — i -}- i / 2 

2L V m — I 

9 >m> I, pas de solution; 

7n>Q, deux solutions a; = — i + i/ — ZI_? L 

2[_ Vw— ij 

II. Deux trièdres qui ont les trois faces égales ont les dièdres égaux. 

28 juillet. — I. Calculer la hauteur abaissée du sommet A d'un 
triangle sur le côté opposé : connaissant l'angle A et les deux segments 
déterminés par la hauteur sur les côtés opposés. — On donne ABD=rr«i, 
DG = n, et on demande de calculer AD = x. 

II. Un projeclile est lancé de bas en haut verticalement avec une 
vitesse de 20" par seconde, quelle sera sa vitesse quand il sera parvenu 
à une hauteur de 1 5" ? 

29 juillet. — I. Étant donné un cercle et une corde AB, calculer le 
côté du carré DEHK inscrit dans Tun des segments déterminés par la 
corde. 

II. Fraction ordinaire génératrice de la fraction décimale suivante: 
0,53824824824... Indiquer les raisonnements par lesquels on la détermine. 

(*) Il était au moins aussi simple, croyons-nous, vouîant diriger le 

candidat vers une décomposition de l'équation, d'observer que celle-ci 

peut s'écrire 

2 cos x -{- 2 cos 4a; cos a; = o, 

ce qui conduit à une décomposition un peu plus rapide que celle que 

l'on avait indiquée : cos a; = o, cos 4a; + i =0, etc. La réponse est 

immédiatement donnée par les formules 

71 :: 
X = Ktt, et X = K — H -; 

2 4 

formules qui sont d'ailleurs coi formes à celles qui sont écrites plus haut. 
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Nous sommes heureux d^annoncer à nos lecteurs Tapparition de la 
deuxième édition de VArithméliquef de l'Algèbre et de la Géométrie du cours 
de mathématiques élément lire^ de M. Combette (F. Alcan, éditeur). ' 

Ces ouvrages ont été, il y a seulement quatre ans, analysés dans ce 
journal. Tout le bien qu'on a dit d'eux était mérité et, en supposant la 
chose nécessaire, se trouve justifié par le succès que nous constatons 
aujourd'hui. 

La nouvelle édition du Cours d'Algèbre a reçu quelques améliorations 
qu'il est utile de mentionner. 

1* La méthode de résolution en nombres entiers de l'équation du 
premier degré à deux inconnues a été changée : ce problème est 
résolu en appliquant une forme remarquable du plus grand commun 
diviseur à deux nombres (A r=: Aa -f- B^'. 

2» L'auteur a changé les méthodes qui conduisent à la condition né- 
cessaire et suffisante pour que deux équations du deuxième degré aient 
une racine commune, et a donné les diverses formes de cette condition 
qu'il importe de connaître pour plusieurs questions d'algèbre. 

3* La résolution des équations irrationnelles du deuxième degré a été 
traitée plus complètement. 

4<> Un chapitre nouveau a été consacré à la résolution de deux iné- 
galités simultanées, dont une au moins est du deuxième degré. 

5<> La discussion des fonctions a été complétée par une théorie élé- 
mentaire des dérivées et de leurs applications : le tracé des branches 
infinies dans les courbes figuratives a élé précisé par la recherche des 
asymptotes, déduite d'une transformation simple de la fonction expli- 
cite. 

6* La méthode dite des substitutions qui souvent simplifie tant la 
discussion des problèmes, a été appliquée à des exemples remarquables. 

70 La discussion générale du quotient de deux trinômes du second 
degré a été ajoutée, ainsi que les formes principales de la courbe figura- 
tive. 

8» Les exercices ou problèmes, dont le nombre s'est trouvé sensible- 
ment augmenté par les questions proposées dans les diverses académies 
aux baccalauréats es sciences, ont été reportés à la fin du cours et 
classés méthodiquement. 

On trouve enfin dans la nouvelle édition du Cours de Géométrie quel- 
ques modifications dans Tordre desapplications de l'homothétie et de la 
mesure des volumes où l'auteur a placé le théorème général permettant 
de cuber le solide limité par deux polygones à plans parallèles, et par 
les triangles qui ont pour bases et pour sommets les côtés et les sommets 
de ces polygones. 

Les énoncés des problèmes donnés aux examens récenis ont été 
ajoutés parmi les nombreux exercices déjà proposés. 

G. L. 



S8t) 
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QUESTION 183 

H^olution par M. Henri Martin, élève au l ycée Gondorcet. 



Par un point S on mène deux tangentes SA, SB à une ellipse 
de foyers F et 1^'. Démontrer les relations : 

SF^ 



FA X FB 



rn ' 



SF- F'A X F'B 



SA" _ AF X AF 
SB'" 



BFxBF 

(E. Vigarié.) 

Des points F et F' abaissons des perpendiculaires FH, 
F'H', FK, F'K' sur les tangentes ; des points A et B abaissons 




aussi des perpendiculaires AI, BI', AJ, BJ', sur les droites 
SF'. SF. Les triangles rectangles AFH et BFK, respective- 
ment semblables aux triangles AF'H' et BF'K' donnent : 

M.^Z^ I?.~.Z£ J^A'FB _ FH FK 

AF' ~ F'H' * F'B "" F'K' F'A . F'B ~ FH' ^ F'K' ' 

Mais les tri.uigles SFK et SFH respectivement semblables 
aux triangles Sï'H' et SF'K' donnent aussi 



FH FK 



fTJ-r 



F'H' FK 



SF 
SF' 
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Donc 

SF'_ FA.FB 

SF^"" F'A.F'B* 

Les triaugles rectangles SA.I et SAJ respectivement sem- 
blables aux triangles SBF et SBJ' donnent 

SA_AI_AJ §£' — Al ^ 

SB "" Br""BJ'' SB^ "" BJ' ^ BF ' 

Or les triangles rectangles AFl et AFJ sont respective- 
ment semblables aux triangles BFT et BFl', puisque les 
droites SF' et SF sont bissectrices des angles AF'B et AFB. 
On a donc 

AF;_ A] M— :è£ SÂ^ _ FA X FA 

IJ F " Br BF ~ Br * SB^ "" PB x VB ' 

C. Q. F. D. 

^ Note. — On obtient une solution un peu plus simple en 
procédant ainsi ; prenons sur F'B le symétrique f do F par 
rapport à SB et un point Aj tel que F'Aj = F' A. Si on re- 
marque que SAi = SA et que dans le triangle F'S/'les droites 
SAi, SB sont des droites inverses, en appliquant à ces droites 
les formules connues (v. Journ. Élém. 1885, p. 56) on trou- 
vera immédiatement les formules qu'il fallait démontrer. 

E. V. 

Nota. — M. C. Gralleau, maître auxiliaire au lycée de Marseille a 
aussi résolu cette question. 



QUESTIONS PROPOSEES 



236. — Démontrer la formule 

a^ — b^ + (a* 4- b^) cos x . /^ . -A 

arc cos ; — ; — ; — • TTT = 2 arc tff - tg - ) • 

(Boutin.) 

237. — Dans le triangle ABC on on mène les droites AD, 
BE, CF, qui se coupent au même point G, et rencontrent 
les côtés opposés aux points D, E, F. On propose de dé- 
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montrer que 

A G _ AE AF 

GD ■" ECJ "*" FB ' (G. Russo.) 

238. — A rintérieur d'une demi-cireonférenco de diamètre 

AB, on décrit deux autres démi-circonférences et 0' 

tangentes en A et en B à la première ; puis, on mène Taxe 

radical des circonférences et 0'. Démontrer que les deux 

cercles tangents à la circonférence AB, à Taxe radical et à 

chacune des circonférences et 0' sont égaux. 

(Bordage.) 

239. Résoudre les équations: 

x{y + !s-\- yz) = rt, 
y[Z'\-x-\' xz) = b, 
z{x + y + ^y) = ^' (Ignacio Beyens.) 

Nota. — Cette question, sous une forme difiéren te, est proposée dans 
le numéro d^octobre dernier de VEducational Times; c^està cette publi- 
cation que nous l'avons empruntée. G. L. * 



Une solution de la question n*^ 7 paraîtra prochainement. 
Toutes les questions proposées dans les années 4882 et 1883 
se trouvent ainsi résolues. 

Voici les numéros des questions proposées en 4884 et qui 
n'ont pas encore reçu de solution : 128, 131, 132, 13i, 142, 
14?5, 147, 148, 149, 150, 158, lo9, 160 et 161, 



Eruatum. — Dans renoncé de la question 230, il faut entendre que 
los points en question sont algébriquement adjoints dans le triangle 
anti-'omplémentaire. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHÀMPS. 
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